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Kurzzusammenfassung
Diese Arbeit untersucht die elektronischen Transporteigenschaften verschie-
dener ringfo¨rmiger Nanostrukturen. Den Schwerpunkt bildet die Betrach-
tung der in solchen Ringen beobachtbaren Aharonov-Bohm-Oszillationen,
die auf der quantenmechanischen Interferenz von Elektronen beruhen.
Die Basis fu¨r die Herstellung der Quantenringe mit Durchmessern von
∼ 500 nm bis ∼ 1000 nm waren GaAs/AlGaAs-Heterostrukturen, die in ei-
ner Tiefe von etwa 35 nm unter der Oberfla¨che ein zweidimensionales Elek-
tronensystem besitzen. In dieser Schicht wurden die Ringe durch lokale
anodische Oxidation mit einem Rasterkraftmikroskop erzeugt. Die Trans-
portmessungen wurden bei tiefen Temperaturen in Abha¨ngigkeit eines ex-
ternen Magnetfeldes und der angelegten Gatespannungen durchgefu¨hrt.
Alle vorgestellten Strukturen zeigen im Regime starker Kopplung an
die Zuleitungen im senkrechten Magnetfeld den Aharonov-Bohm-Effekt.
Eine beobachtete Modulation dieser Oszillationen kann dabei als Zeichen
von Spin-Bahn-Wechselwirkung gedeutet werden. In einem Ring tritt im
Regime mit Tunnelkopplung an die Zuleitungen und geringer Elektronen-
zahl eine reduzierte Aharonov-Bohm-Periode auf, die als Auswirkung von
Elektron-Elektron-Wechselwirkung erkla¨rt werden kann.
Eine komplexe Struktur aus zwei konzentrischen Quantenringen zeigt bei
Variation des Magnetfeldes eine Beeinflussung des a¨ußeren durch den inne-
ren Ring, obwohl beide Teile der Struktur voneinander isoliert sind. Die be-
obachtete periodische Modulation der Leitfa¨higkeit des a¨ußeren Rings wird
daher auf elektrostatische Wechselwirkung zuru¨ckgefu¨hrt. Eine entspre-
chende periodische Verschiebung der Ladungsverteilung im inneren Ring
ergibt sich auch aus der theoretischen Beschreibung mit einem Modell, das
die radiale Ausdehnung der elektronischen Wellenfunktion beru¨cksichtigt.
Ein einfacher Quantenring mit deutlich asymmetrischer Geometrie kann
in Abha¨ngigkeit der angelegten Gatespannungen in drei Quantenpunk-
te aufgeteilt werden. Diese zeigen bei unterschiedlichen Gatekonfiguratio-
nen sowohl paarweise Kopplung als auch die Bildung eines echten Drei-
fachquantenpunktes. Damit wird demonstriert, wie durch die geschickte
Vera¨nderung eines einfachen Designs eine komplexere Quantenstruktur er-
zeugt werden kann.
Schlagwo¨rter
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Abstract
In this thesis, transport properties of several ring-shaped nanostructures
are investigated. The focus is on examining the Aharonov-Bohm oscilla-
tions, which are observable in such rings due to the quantum mechanical
interference of electrons.
The basis for manufacturing the quantum rings with diameters from
∼ 500 nm to ∼ 1000 nm were GaAs/AlGaAs heterostructures with two-
dimensional electron systems about 35 nm below the surface. In this layer,
the quantum rings were fabricated by means of local anodic oxidation using
an atomic force microscope. Transport measurements were performed at
low temperatures in dependence on an external magnetic field and the
applied gate voltages.
When in the regime of strong coupling to the leads and exposed to a
perpendicular magnetic field, all of the structures presented in this thesis
show an Aharonov-Bohm effect. An observed modulation of these oscillati-
ons can be interpreted as a consequence of spin-orbit interaction. One ring
shows a reduced Aharonov-Bohm period in the regime of tunnel-coupling
and few electrons, which can be explained by electron-electron interaction.
A complex structure consisting of two concentric quantum rings shows
an influence of the inner ring on the outer one when the magnetic field
is swept, although both parts of the structure are insulated from each
other. Therefore, the observed periodic modulation of the conductance in
the outer ring is attributed to electrostatic interaction. A corresponding
periodic shift of the charge distribution in the inner ring arises from the
use of a theoretical model, which takes the radial extension of the electronic
wave function into account.
A simple quantum ring with an asymmetric design is able to split into
three coupled quantum dots when appropriate gate voltages are applied. In
dependence on the gate configuration, these dots show coupling by pairs
as well as the formation of a real triple dot. Thus, the generation of a
complex quantum structure from a simple design by a subtle variation in
the geometry is demonstrated.
Keywords
Aharonov-Bohm effect, quantum rings, quantum dots
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Kapitel 1
Einleitung
Moderne Herstellungsverfahren erlauben es, auf Basis von festen Materia-
lien kontrolliert mesoskopische Strukturen zu erzeugen, die aufgrund ihrer
minimalen Abmessungen auf der Nanometer-Skala auch als
”
Nanostruk-
turen“ bezeichnet werden. [1–3]
”
Mesoskopisch“ bedeutet dabei, dass sie
ihren Eigenschaften nach zwischen der klassisch zu beschreibenden makro-
skopischen Welt und dem von der Quantenmechanik dominierten mikro-
skopischen Bereich stehen: Wa¨hrend sie noch aus einer genu¨gend großen
Zahl von Atomen bestehen, um selbst nicht als Quantenobjekte behandelt
werden zu mu¨ssen, sind sie schon klein genug, um manche quantenme-
chanischen Effekte zu zeigen. So kann in solchen Systemen beispielsweise
die Bewegungsfreiheit von Elektronen in einer oder mehreren Dimensionen
auf Bereiche in der Gro¨ßenordnung ihrer Wellenla¨nge [4] eingeschra¨nkt wer-
den. Dadurch treten quantenmechanische Effekte auf, die in dieser Art von
Bauteilen dann umfassenden experimentellen Untersuchungen zuga¨nglich
sind. Denn es ist es zum Beispiel mo¨glich, eine solche Struktur einfach mit
Zuleitungen zu versehen und daru¨ber ihre elektronischen Transporteigen-
schaften zu beobachten. An der Elektronenhu¨lle eines einzelnen Atoms,
die ebenfalls aus stark eingeschra¨nkten Elektronen besteht, kann eine ver-
gleichbare Kontaktierung nicht vorgenommen werden. Auch kann die Geo-
metrie eines mesoskopischen Designs flexibel gestaltet und den jeweiligen
Anspru¨chen angepasst werden.
Ein Typ dieser Strukturen sind sogenannte Quantenpunkte. [5–7] Dabei
handelt es sich um kleine, durch Potenzialbarrieren umschlossene Gebiete,
auf denen Elektronen in allen Raumrichtungen wie oben beschrieben einge-
schra¨nkt sind. Wegen der A¨hnlichkeit dieser Situation zu der von Elektro-
nen in einer Atomhu¨lle werden Quantenpunkte auch als
”
ku¨nstliche Ato-
me“ [8] bezeichnet. Sie werden ha¨ufig aus Halbleiter-Materialien gefertigt,
wobei entweder selbstorganisiertes Wachstum genutzt wird [9, 10] oder ei-
ne Heterostruktur [11], die schon ein zweidimensionales Elektronensystem
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entha¨lt, durch Lithografie weiterbearbeitet wird [12]. Besonderes Interesse
richtet sich dabei auf die Mo¨glichkeit, mehrere gekoppelte Quantenpunkte
in einer Struktur zu kombinieren. Neben allgemeinem Fortschritt in der
Grundlagenforschung ko¨nnte diese langfristig zu der Mo¨glichkeit der Rea-
lisierung eines Quantencomputers [13] auf Halbleiter-Basis fu¨hren. [14, 15]
So wurden bereits Doppelquantenpunkte realisiert [16–19] und, abgese-
hen von grundlegenden Experimenten [17], erst in den letzten Jahren auch
Dreifachquantenpunkte [20–24].
Eine weitere wichtige Art mesoskopischer Systeme stellen Quantenringe
dar, bei denen es sich um eindimensionale, ringfo¨rmig geschlossene Leiter-
bahnen handelt. Solche Strukturen wurden zuerst aus Metall [25–28] herge-
stellt, aber spa¨ter ebenfalls in Halbleitern durch verschiedene Lithografie-
Methoden [29–33] oder Selbstorganisation [34–37] realisiert. Vor kurzem
ist die Herstellung einer solchen Geometrie auch in Graphen gelungen. [38]
Quantenringe, die lateral kontaktiert sind, ko¨nnen als Interferometer fu¨r
Ladungstra¨ger verwendet werden, da sie ihnen zwei getrennte Wege zur
Ausbreitung anbieten. Die Teile einer Wellenfunktion, die sich am Eingang
auf diese beiden Wege auftrennt, werden bei tiefen Temperaturen [39] am
Ausgang wieder koha¨rent u¨berlagert, sodass im Transport eine Interferenz
beobachtet werden kann. Da die Art dieser Interferenz von der Entwicklung
der quantenmechanischen Phase auf den unterschiedlichen Wegen abha¨ngt,
eignen sich solche Strukturen gut zur Untersuchung dieser nur indirekt
zuga¨nglichen Gro¨ße. So lassen sich die Auswirkungen von externen Ein-
flu¨ssen auf die Phasendifferenz zwischen den beiden Armen des Interfe-
rometers messen. Dadurch kann beispielsweise der Aharonov-Bohm-Effekt
[40], der durch einen vom Ring umschlossenen magnetischen Fluss hervor-
gerufen wird, beobachtet werden. Diese Aharonov-Bohm-Phase ist dabei
ein Spezialfall der geometrischen Berry-Phase [41]. Auch eine Spin-Berry-
Phase [42–44], die bei Spin-Bahn-Wechselwirkung von Elektronen in einem
Ring aufgesammelt wird, kann beobachtet werden. [45–48] Außerdem kann
in eine Ring-Geometrie eine andere Art von Quantenstruktur eingebaut
werden, um dort auftretende Phaseneffekte zu untersuchen, wie zum Bei-
spiel ein Einzel- [49–53] oder Doppelquantenpunkt [54, 55]. Ebenfalls finden
miteinander gekoppelte Quantenringe Interesse. So wurden bereits konzen-
trische Doppelringe durch selbstorganisiertes Wachstum realisiert [56, 57]
und an einem lithographisch erzeugten, lateralen Doppelring konnte die In-
terferenz von Elektronen aus unterschiedlichen Quellen beobachtet werden
[58].
Die vorliegende Arbeit bescha¨ftigt sich mit Quantenringen, die durch
Lithografie mit der Spitze eines Rasterkraftmikroskops [59] durch lokale
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anodische Oxidation [60] im zweidimensionalen Elektronengas verschiede-
ner GaAs/AlGaAs-Heterostrukturen erzeugt wurden. Diese Ringe sind mit
lateralen Zuleitungen und Gates versehen und wurden durch Transport-
messungen bei tiefen Temperaturen in Abha¨ngigkeit eines externen Ma-
gnetfeldes sowie der angelegten Gatespannungen untersucht. Die Arbeit
gliedert sich wie im Folgenden aufgefu¨hrt:
Kapitel 2 bescha¨ftigt sich mit der theoretischen Beschreibung niederdi-
mensionaler Elektronensysteme. Zuerst wird dabei die Zustandsdichte von
drei- bis eindimensionalen Systemen beschrieben. Anschließend wird auf
Quantenpunkte und Quantenpunktkontakte eingegangen. Der letzte Teil
des Kapitels konzentriert sich dann auf Quantenringe und an ihnen zu
beobachtende Pha¨nomene, insbesondere den Aharonov-Bohm-Effekt.
In Kapitel 3 wird zuerst die Entstehung eines zweidimensionalen Elek-
tronengases in einer Halbleiter-Heterostruktur beschrieben. Danach werden
der Aufbau und die Parameter der drei verschiedenen Heterostrukturen ge-
zeigt, aus denen die untersuchten Proben gefertigt wurden. Anschließend
werden die dazu verwendeten Lithografiemethoden vorgestellt. Der folgen-
de Abschnitt geht auf die Kryostaten ein, in welchen die Proben auf die
fu¨r die Experimente notwendigen tiefen Temperaturen geku¨hlt wurden und
durch eingebaute Spulen hohen Magnetfelder ausgesetzt werden konnten.
Danach wird die fu¨r die Messung des elektronischen Transports verwendete
Anordnung von Gera¨ten beschrieben.
Kapitel 4 bescha¨ftigt sich mit den Messungen an einfachen Quanten-
ringen. Dies sind die Ringe, die nicht die geometrischen Besonderheiten
der in den folgenden beiden Kapiteln beschriebenen Proben aufweisen. Bei
der Struktur, auf die zuerst eingegangen wird, ist bei starker Kopplung an
die Zuleitungen der normale Aharonov-Bohm-Effekt zu beobachten. Liegt
dagegen Tunnelkopplung vor, so tritt bei wenigen Elektronen auf dem Ring
durch Elektron-Elektron-Wechselwirkung eine reduzierte Aharonov-Bohm-
Periode auf. Außerdem wird das Transportspektrum des Rings u¨ber einen
großen Bereich einer Gatespannung und des externen Magnetfeldes gezeigt.
Danach wird auf die modulierte Amplitude der normalen Aharonov-Bohm-
Oszillationen bei dieser Struktur und weiteren zwei, anschließend beschrie-
benen Ringen eingegangen. Diese Modulation wird dabei als Zeichen von
Spin-Bahn-Wechselwirkung gedeutet.
Kapitel 5 stellt eine komplexe Struktur vor, die aus zwei konzentrischen
Quantenringen besteht. Der a¨ußere dieser beiden Ringe ist mit Zuleitungen
verbunden, wa¨hrend der innere vom Rest der Struktur isoliert ist. Damit ist
dieser konzentrische Doppelring der erste, an dem laterale Transportmes-
sungen vorgenommen werden ko¨nnen, da alle bisher bekannten Strukturen
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a¨hnlicher Form, wie beispielsweise die in [56] und [57], u¨ber keine entspre-
chenden Zuleitungen verfu¨gen. Es wird gezeigt, dass im Transport u¨ber die
Zuleitungen nicht nur der Aharonov-Bohm-Effekt des a¨ußeren Rings auf-
tritt, sondern zusa¨tzlich auch eine weitere Komponente, die zum inneren
Ring passt. Dies wird u¨ber die Annahme erkla¨rt, dass die Ladung auf dem
inneren Ring magnetfeldabha¨ngig verschoben wird und durch elektrostati-
sche Wechselwirkung die Leitfa¨higkeit des a¨ußeren Rings moduliert. Dazu
wird auch eine Betrachtung mit einem theoretischen Modell ausgefu¨hrt.
Kapitel 6 pra¨sentiert einen Quantenring, dessen leitfa¨higer Bereich auf-
grund seiner Geometrie in drei gekoppelte Quantenpunkte aufgeteilt wer-
den kann. Es wird gezeigt, dass sich diese Struktur bei hohen positiven
Gatespannungen wie ein gewo¨hnlicher Quantenring verha¨lt, aber bei nied-
rigeren Spannungen die u¨berlagerten Coulomb-Blockade-Linien von drei
verschiedenen Quantenpunkten beobachtet werden. Es treten bei diesen
Linien auch die fu¨r gekoppelte Quantenpunkte typischen Kreuzungsmuster
auf, sodass vom Vorhandensein eines echten Dreifachquantenpunktes aus-
gegangen wird. Danach werden die drei Quantenpunkte u¨ber den Verlauf
der Blockade-Linien charakterisiert und zuletzt wird eine Ladungsmessung
mit einem an den Ring angrenzenden Quantenpunktkontakt gezeigt.
Am Ende entha¨lt Kapitel 7 eine abschließende Zusammenfassung der
Ergebnisse.
Teile dieser Arbeit wurden bereits in Fachzeitschriften vero¨ffentlicht. Die
entsprechenden drei Artikel sind die, die auch in der Publikationsliste auf
Seite 109 aufgefu¨hrt sind.
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Theoretische Grundlagen
Bei den im Rahmen dieser Arbeit hergestellten und untersuchten Quan-
tenbauelementen handelt es sich um mesoskopische Strukturen, also Sys-
teme, deren wesentliche Abmessungen zwar gro¨ßer sind als die atomare
Skala, aber deutlich zu klein, als dass eine klassische Beschreibung mo¨glich
wa¨re. Um das Verhalten von Elektronen, die sich in leitfa¨higen Bereichen
mit entsprechenden Ausdehnungen aufhalten, zu verstehen, wird in diesem
Kapitel auf die grundlegende theoretische Beschreibung niederdimensiona-
ler Elektronensysteme eingegangen, bei denen die freie Beweglichkeit der
Ladungstra¨ger auf bestimmte Raumrichtungen beschra¨nkt ist. Zuerst wird
hier die Zustandsdichte von drei- bis nulldimensionalen (3D– 0D) Systemen
beschrieben. Danach werden Einzel- und Mehrfachquantenpunkte betrach-
tet und anschließend wird auf den Transport durch einen Quantenpunkt-
kontakt eingegangen. Der letzte Teil dieses Kapitels konzentriert sich dann
auf die Transporteigenschaften und das Spektrum von Quantenringen.
2.1 Zustandsdichten
Die ZustandsdichteD(i) eines Systems beschreibt den Zusammenhang zwi-
schen der Anzahl der Zusta¨nde des Systems und einem ihnen zugeordneten
Index i. Sie ist so definiert, dass fu¨r die Gesamtzahl N aller Zusta¨nde gilt:
N =
∫
System
di D(i) (2.1)
Wenn fu¨r Beschreibung der Zusta¨nde von Elektronen in einem 3D Fest-
ko¨rper periodischen Randbedingungen mit Periodenla¨nge L angenommen
werden, ergibt sich, dass sie a¨quidistant im k-Raum verteilt liegen und
jedem von ihnen das k-Volumen Ωk = (2pi)
3/L3 zugeordnet werden kann.
Weiterhin liegen sie genu¨gend dicht, um als quasi-kontinuierlich angesehen
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werden zu ko¨nnen. Daraus ergibt sich bei entsprechender Rechnung fu¨r die
Zustandsdichte in Abha¨ngigkeit von k
D(k) = 2
Fk(k)
Ωk
, (2.2)
wobei durch den Faktor 2 der Elektronenspin beru¨cksichtigt wird und
Fk(k) = 4pik
2 die Kugeloberfla¨che mit dem Radius k ist. In Systemen mit
nur ein oder zwei Dimensionen ergibt sich die Zustandsdichte ganz ana-
log, sodass dort lediglich Ωk und Fk durch die entsprechenden Ausdru¨cke
ersetzt sind, die dann das niederdimensionale Volumen pro Zustand und
die niederdimensionale Oberfla¨che des Radius k darstellen. Insgesamt sind
also
D3D(k) = 8pik
2
(
L
2pi
)3
,
D2D(k) = 4pik
(
L
2pi
)2
und
D1D(k) = 2
L
2pi
.
(2.3)
Um die Zustandsdichte D(E) in Abha¨ngigkeit der Energie der Zusta¨nde
zu erhalten, formuliert man die rechte Seite der Gleichung 2.1 einmal mit
den Index k und einmal mit E, woraus sich dann der Zusammenhang
D(E) = D(k(E))
(
d
dk
E(k)
)−1
(2.4)
herleiten la¨sst. Bei Verwendung der parabolischen Na¨herung ergibt sich
fu¨r die Energie die Dispersionsrelation E(k) = h¯2k2/(2m∗), wobei m∗ die
effektive Masse der Elektronen und h¯ das reduzierte Wirkungsquantum
sind. Dieser Ausdruck la¨sst sich in Gleichung 2.4 einsetzen, sodass folgt:
D3D(E) = 8pi
√
2E
(
m∗
h¯2
) 3
2
(
L
2pi
)3
,
D2D(E) = 4pi
m∗
h¯2
(
L
2pi
)2
und
D1D(E) =
√
2m∗
Eh¯2
L
2pi
.
(2.5)
U¨ber die Zustandsdichte la¨sst sich auch die Fermi-Energie EF eines Systems
mit der ra¨umlichen Ladungstra¨gerdichte ne in Beziehung setzten. So gilt
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D(E)
3D
E E
Q2D
2D
D(E)
E
1D
Q1D
D(E)
 Abbildung 2.1: Zustandsdichten in 3D, 2D, Q2D, 1D und Q1D.
im 2D Fall ne = N/L
2, wa¨hrend aus Gleichung 2.1 N = D2DEF folgt.
Zusammen ergibt sich:
2D : EF =
pih¯2
m∗
ne (2.6)
In der Realita¨t gibt es keine idealen niederdimensionalen Systeme. Aber
wenn die freie Beweglichkeit der Elektronen in einer oder mehreren Dimen-
sionen auf einen mikroskopischen Bereich beschra¨nkt ist, dann stellt das
dafu¨r verantwortliche Einschlusspotenzial fu¨r diese Raumrichtungen einen
Quantentopf dar. Entsprechend bilden sich dort deutlich diskrete Energie-
niveaus aus, sodass die quasi-kontinuierliche Na¨herung fu¨r diese Dimen-
sionen nicht mehr gilt. Solche Systeme werden als quasi-niederdimensional
bezeichnet. Ihre Zustandsdichten ko¨nnen aber aus den Ausdru¨cken fu¨r die
idealisierten Fa¨lle zusammengesetzt werden, da man jedes quantisierte Ni-
veau einzeln als ideal niederdimensional anna¨hern kann. Damit ergibt sich
fu¨r den quasi-eindimensionalen (Q1D) und den quasi-zweidimensionalen
(Q2D) Fall, wenn En die Energie des n-ten Quantentopfniveaus und Θ die
Heaviside-Funktion sind:
DQ2D(E) = 4pi
m∗
h¯2
(
L
2pi
)2∑
n
Θ(E − En) und
DQ1D(E) =
√
2m∗
h¯2
L
2pi
∑
n|En<E
1√
E − En
.
(2.7)
Der Verlauf der bisher aufgefu¨hrten energieabha¨ngigen Zustandsdichten
wird in Abbildung 2.1 qualitativ gezeigt.
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Da in einem idealen 0D System nur ein einziger Zustand der Energie
E0 existiert, und ein quasi-0D System einen Quantentopf mit diskreten
En darstellt, sind bei der Beschreibung keinerlei Kontinuums-Na¨herungen
mehr anwendbar. Es gilt dann unter Beru¨cksichtigung des Elektronenspins
und wenn δ die Dirac-Funktion darstellt:
D0D(E) = 2δ(E0) und DQ0D(E) = 2
∑
n
δ(E − En) . (2.8)
2.2 Quantenpunkte
Ein leitfa¨higer Bereich, der von Potenzialbarrieren in allen Raumrichtungen
auf eine Ausdehnungen begrenzt wird, die kleiner ist als die Wellenla¨nge der
Elektronen im entsprechenden Material, bildet ein quasi-nulldimensionales
System und wird als Quantenpunkt (QD) bezeichnet. Ist ein solcher Quan-
tenpunkt u¨ber Tunnelbarrieren an elektrische Zuleitungen
”
Source“ (S)
und
”
Drain“ (D) angekoppelt, so kann er mittels Transportspektroskopie
untersucht werden.
Die wichtigsten Transporteigenschaften lassen sich dabei unter Verwen-
dung eines elektrostatischen Modells erkla¨ren, welches die Ladung −e der
Elektronen beru¨cksichtigt, aber ihre quantenmechanische Wellennatur ver-
nachla¨ssigt. [61, 62] Der Quantenpunkt wird darin als strukturloses Gebilde
angesehen, das durch seine GesamtladungQ und seine Gesamtkapazita¨t CΣ
gegenu¨ber der Umwelt beschrieben wird. Um die Ladung auf dem Quanten-
punkt zu erho¨hen, ist aufgrund der Coulomb-Abstoßung fu¨r das Aufbringen
jedes Elektrons eine um die Ladeenergie
EL =
e2
CΣ
(2.9)
ho¨here Energie notwendig, als fu¨r das vorhergehende. Daraus ergibt sich
das sogenannte Additionsspektrum mit a¨quidistanten Niveaus, die relativ
zum ersten aufgebrachten Elektron bei den Energien
Ei = (i− 1)EL , (2.10)
liegen, wobei i jeweils der Anzahl der Elektronen entspricht. Damit dieses
Spektrum beobachtet werden kann, muss fu¨r die Temperatur T des Systems
kBT ¿ EL gelten. Außerdem muss der Widerstand RT der Tunnelbarrie-
ren RT À h/e2 erfu¨llen, damit die Elektronen auf dem Quantenpunkt
lokalisiert sind.
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2.2.1 Coulomb-Blockade
Legt man eine geringe Spannung VSD u¨ber die Zuleitungen an, so kann
Transport u¨ber den Quantenpunkt stattfinden, wenn ein Niveau des Addi-
tionsspektrums im eVSD breiten Fenster zwischen den chemischen Poten-
zialen µS und µD der Zuleitungen liegt. Variiert man die Spannung VG an
einem Gate, zu dem der Quantenpunkt die Kapazita¨t CG besitzt, so wird
µS
N+1N
G
VG
N-1
N+1
N+2
N+1
N+2
µD µDµS N N
VGVG
(a)
(b)
eV      SD}
Abbildung 2.2: (a) Schematische Darstellung eines Quantenpunktes zwi-
schen Tunnelbarrieren mit dahinterliegenden Zuleitungen, u¨ber die ei-
ne kleine Spannung VSD angelegt ist. µS und µD sind die chemischen
Potenziale in Source beziehungsweise Drain. Das gezeigte Additionss-
pektrum kann durch die Gatespannung VG verschoben werden. Links
liegt Coulomb-Blockade vor, wa¨hrend rechts Transport stattfindet. (b)
Coulomb-Blockade-Oszillationen in der Leitfa¨higkeit G u¨ber die Zulei-
tungen in Abha¨ngigkeit von VG. Die Stellen, die den Darstellungen aus
(a) entsprechen, sind markiert. Die Anzahl der Elektronen ist fu¨r drei
der Blockade-Bereiche angegeben.
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N +1
VG2
N -1
VG1
DVG1
DVG2
N
Abbildung 2.3: Schema des Ladungsdiagramms eines Quantenpunktes. Die
Linien trennen die Coulomb-Blockade-Bereiche mit einer jeweils um eins
verschiedenen Anzahl von Elektronen.
das Additionsspektrum derart verschoben, dass dann die Energie des i-ten
Elektrons
Ei = Ei0 − eCG
CΣ
VG (2.11)
ist, wenn Ei0 fu¨r das entsprechende unverschobene Niveau steht. Entspre-
chend lassen sich die Niveaus nacheinander durch das Transportfenster
schieben, wobei jedesmal eine endliche differentielle Leitfa¨higkeit G gemes-
sen werden kann. Ihr exakter Wert ha¨ngt dabei vom U¨berlapp der Wel-
lenfunktionen auf dem QD und in den Zuleitungen, welcher gewo¨hnlich
von Niveau zu Niveau variiert. Aber immer dann, wenn kein Niveau in
Resonanz mit den Zuleitungen ist, verschwindet die Leitfa¨higkeit. Diese
beiden Situationen sind in Abbildung 2.2 (a) schematisch dargestellt. Dort
wird links der Fall gezeigt, in dem kein Niveau des Additionsspektrums im
Transportfenster liegt, sodass die Anzahl der Elektronen auf dem Quan-
tenpunkt konstant N betra¨gt. Rechts ist dagegen zu sehen, wie das na¨chste
Niveau fu¨r N +1 Elektronen in Resonanz mit den Zuleitungen ist, so dass
Elektronen von Source u¨ber den Quantenpunkt in einen unbesetzten Zu-
stand in Drain gelangen ko¨nnen. Abbildung 2.2 (b) zeigt die sich ergebende
differentielle Leitfa¨higkeitG u¨ber der Gatespannung VG, wobei die den Dar-
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stellungen aus (a) entsprechenden Stellen mit Pfeilen markiert sind. Da das
regelma¨ßige Verschwinden der Leitfa¨higkeit auf die Coulomb-Abstoßung
der auf dem Quantenpunkt befindlichen Ladung zuru¨ckzufu¨hren ist, wird
es als Coulomb-Blockade bezeichnet. Zusammen mit den bei Resonanz ei-
nes Niveaus mit den Zuleitungen auftretenden Peaks bildet es die Coulomb-
Blockade-Oszillationen. Dabei gilt fu¨r den Abstand ∆VG zwischen den ein-
zelnen Peaks:
∆VG =
e
CG
(2.12)
Wird die differentielle Leitfa¨higkeit in Anha¨ngigkeit von zwei an verschie-
dene Gates angelegten Spannungen VG1 und VG2 gemessen und in einem
zweidimensionalen Plot dargestellt, dann ergibt sich das sogenannte La-
dungsdiagramm, wie es schematische in Abbildung 2.3 dargestellt ist. In
diesem trennen a¨quidistante Linien die Blockade-Bereiche mit jeweils kon-
stanter Elektronenzahl. Die in der Abbildung markierten Absta¨nde ∆VG1
und ∆VG2 zwischen den Linien parallel zur VG1- beziehungsweise VG2-Achse
liefern dabei nach Gleichung 2.12 jeweils die Kapazita¨t zwischen dem Quan-
tenpunkt und dem entsprechenden Gate.
2.2.2 Rautenmessung
Wird zusa¨tzlich zu einer Gatespannung die u¨ber die Zuleitungen Source
und Drain des Quantenpunktes angelegte Vorspannung VSD variiert, so
wird zum einen das Transportfenster eVSD bei gro¨ßeren Betra¨gen von VSD
weiter geo¨ffnet. Zum anderen koppeln die Zuleitungen auch kapazitiv an
den Dot. Daher verschiebt VSD, wenn sie relativ zum Potenzial von Drain
angegeben ist, die Niveaus des Additionsspektrums um −e(CS/CΣ)VG,
wenn CS die Kapazita¨t zwischen dem Quantenpunkt und Source ist. In
der Darstellung der differentiellen Leitfa¨higkeit ergibt sich dann der in Ab-
bildung 2.4 gezeigte Verlauf von Linien, die jeweils entweder die positive
Steigung β1 oder die negative β2 besitzen. Ihre Schnittpunkte bei VSD = 0V
entsprechen dabei genau den im vorhergehenden Abschnitt beschriebenen
Peaks. Da die Linien A¨nderungen in der Leitfa¨higkeit markieren und diese
immer dann auftreten, wenn ein Niveau im Quantenpunkt gerade an µS
oder µD vorbei geschoben wird, kann jeweils ein Satz von Linien der Reso-
nanz mit einer der Zuleitungen zugeordnet werden. Dabei gilt fu¨r Resonanz
eines Niveaus mit der Source-Seite Ei = µS, was sich zu
Ei0 − eCG
CΣ
VG − eCS
CΣ
VSD = µD − eVSD (2.13)
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N +1
VSD
N
N -1
VG
DVG
b1 b2
0
Abbildung 2.4: Das Rautenmuster, das sich in der Darstellung der diffe-
rentiellen Leitfa¨higkeit eines Quantenpunktes bei Variation einer Gate-
spannung VG und der Vorspannung VSD ergibt. Die Seiten der zentralen
Raute mit den Steigungen β1 (rot) und β2 (blau) sind jeweils hervorge-
hoben. Der Abstand ∆VG der Coulomb-Peaks aus Abbildung 2.3 sowie
die Anzahl der Elektronen in drei Blockade-Bereichen sind an den ent-
sprechenden Stellen angegeben.
ergibt, woraus durch Umstellen die Schar der Geradengleichungen
VG =
CΣ − CS
CG
VSD +
CΣ
eCG
(Ei0 − µD) (2.14)
fu¨r die entsprechende Sorte Linien folgt. Daran la¨sst sich die positive
Steigung β1 = ∂VG/∂VSD ablesen:
β1 =
CΣ − CS
CG
(2.15)
Ausgehend von der Bedingung Ei = µD fu¨r Resonanz mit der Drain-Seite
folgt ganz analog
β2 = −CS
CG
(2.16)
fu¨r die negative Steigung. Damit erha¨lt man aus β2 durch Einsetzten der
u¨ber Gleichung 2.12 bestimmten Kapazita¨t CG zum Gate die Kapazita¨t CS
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zu Source. Ganz analog la¨sst sich CD zu Drain erhalten, wenn in einer wei-
teren Messung die Spannung VSD umgekehrt an den Zuleitungen angelegt
wird. Außerdem ergibt die Kombination der Ausdru¨cke fu¨r die Steigungen
β1 und β1
CΣ = CG(β1 − β2) , (2.17)
woraus unter Einsetzen von CG die Gesamtkapazita¨t CΣ bestimmt werden
kann.
2.2.3 Mehrfachquantenpunkte
Kapazitive Kopplung
Sind in einer Struktur zwei Quantenpunkte QD I und QD II miteinander
kombiniert und liegen dicht beieinander, dann verschiebt Ladung auf einem
der beiden aufgrund der Coulomb-Wechselwirkung die Niveaus auf dem
anderen. [63] Ist CI,II die Kapazita¨t der beiden Quantenpunkte zueinander
und NII die Anzahl der Elektronen auf QD II, so gilt fu¨r die Energieniveaus
auf QD I:
Ei,I = Ei0,I + e
2CI,II
CΣ,I
NII
CΣ,II
(2.18)
Analog ergibt sich fu¨r die Niveaus des Spektrums von QD II:
Ei,II = Ei0,II + e
2 CI,II
CΣ,II
NI
CΣ,I
(2.19)
Es ist zu erkennen, dass die Niveaus eines der Quantenpunkte immer dann
einem Sprung um e2CI,II/(CΣ,ICΣ,II) unterliegen, wenn sich die Ladung auf
dem jeweils anderen um ein Elektron a¨ndert. Im Ladungsdiagramm der
gesamten Struktur in Abha¨ngigkeit von zwei Gatespannungen sorgt jeder
der beiden Quantenpunkte fu¨r einen Satz Linien, der in etwa dem eines ein-
zelnen Quantenpunktes entspricht. Da verschiedene Quantenpunkte unter-
schiedlich an vorhandene Gates ankoppeln, haben die beiden Sorten von Li-
nien dabei unterschiedliche Steigungen. Da die Linien jeweils die A¨nderung
der Ladung eines der Quantenpunkte um ein Elektron markieren, kommt
es dort wie oben beschrieben im anderen Quantenpunkt zu einer Verschie-
bung der Niveaus. Entsprechend kommt es bei U¨berkreuzung von je einer
Linie der zwei Quantenpunkte bei beiden zu einem Sprung. Eine solche
Stelle wird in Abbildung 2.5 gezeigt, wobei die aneinandergrenzenden Be-
reiche konstanter Elektronenzahlen markiert sind. Es ist zu erkennen, dass
an den entstehenden Ecken Bereiche drei verschiedener Elektronenkonfi-
gurationen zusammentreffen. Diese Punkte werden daher als Tripelpunkte
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VG2
VG1
DVG2,I
kap.N
N
I
II
N +1
N
I
II
N
N +1
I
II
N +1
N +1
I
II
Abbildung 2.5: Teil des Ladungsdiagramms von zwei kapazitiv gekoppelten
Quantenpunkten I und II. Der Linienverlauf fu¨r den Fall ohne Kopplung
ist gepunktet dargestellt. Die Weite des Sprungs parallel zur VG2-Achse
ist fu¨r eine der Linien von Quantenpunkt II markiert. Die Tripelpunkte
sind rot gekennzeichnet In den Blockade-Bereichen sind die Elektronen-
zahlen beider Dots angegeben.
bezeichnet. Aus der Auspra¨gung des Sprungs in einer Linie kann die Kapa-
zita¨t CI,II der Quantenpunkte zueinander bestimmt werden. So entspricht
der in Abbildung 2.5 markierte Abstand ∆V kap.G2,I parallel zur VG2-Achse
der Energiedifferenz e(CG2,I/CΣ,I)∆V
kap.
G2,I , die die Niveauverschiebung um
e2CI,II/(CΣ,ICΣ,II) ausgleicht. Damit ergibt sich:
CI,II =
CG2,ICΣ,II
e
∆V kap.G2,I (2.20)
Tunnelkopplung
Ermo¨glicht es der Aufbau der Struktur einem Elektron, zwischen den Quan-
tenpunkten zu tunneln, so kann sich die Wellenfunktion delokalisiert u¨ber
beide ausdehnen. Aus Zusta¨nden ψI und ψII der einzelnen Dots werden da-
bei ein symmetrischer und ein antisymmetrischer Zustand ψ+ beziehungs-
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VG2
VG1
DVG2,I
tunn.
N
N
I
II
N +1
N
I
II
N
N +1
I
II
N +1
N +1
I
II
Abbildung 2.6: Das Ladungsdiagramm aus Abbildung 2.5, wenn zusa¨tz-
lich eine Tunnelkopplung zwischen den Quantenpunkten vorliegt. Der
Abstand eines der verschobenen Tripelpunkte parallel zur VG2-Achse ist
markiert. Der Linienverlauf fu¨r den Fall ohne Tunnelkopplung ist ge-
punktet dargestellt.
weise ψ− des ”
Quantenpunkt-Moleku¨ls“, fu¨r die gilt:
ψ+ = cIψI + cIIψII und
ψ− = cIψI − cIIψII .
(2.21)
Die Faktoren cI und cII sind dabei von der Energiedifferenz zwischen den
Zusta¨nden der Einzelquantenpunkte abha¨ngig, sodass der symmetrische
Moleku¨lzustand mit zunehmender Verstimmung allma¨hlich in jeweils den
Einzelquantenpunktzustand u¨bergeht, der energetisch gu¨nstiger als der an-
dere ist, wa¨hrend es beim antisymmetrischen Moleku¨lzustand umgekehrt
ist. Bei den Linien im Ladungsdiagramm kommt es daher zusa¨tzlich zu den
Spru¨ngen aufgrund der schon beschriebenen kapazitiven Kopplung zu dem
in Abbildung 2.6 dargestellten Verlauf. Weil der symmetrische Zustand
energetisch tiefer als beide Einzelquantenpunktzusta¨nde liegt, findet eine
Resonanz mit den Zuleitungen schon bei geringeren Gatespannungen statt,
als es bei ungekoppelten Quantenpunkten der Fall wa¨re. Da der Moleku¨lzu-
stand und damit diese Differenz umso ausgepra¨gter ausfa¨llt, je dichter die
Energien der Einzelquantenpunktzusta¨nde beieinander liegen, kommt es zu
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keinem weiteren Sprung, sondern zu der rot markierten Abrundung in der
Na¨he des Punktes, an dem die Einzelquantenpunktzusta¨nde in Resonanz
liegen. Nach dem Besetzen eines symmetrischen Moleku¨lzustandes wird
fu¨r das Aufbringen des na¨chsten Elektrons eine ho¨here Energie beno¨tigt
als im Fall ungekoppelter Quantenpunkte, weil damit die Energiedifferenz
bis zum na¨chsten Zustand u¨berwunden werden muss, die natu¨rlich umso
gro¨ßer ausfa¨llt, je tiefer der zuletzt besetzte Zustand liegt. Entsprechend
entsteht bei der na¨chsten Resonanz die blau markierte Kurve, die symme-
trisch zur rot markierten verla¨uft. Insgesamt bildet sich damit ein abgerun-
detes Anticrossing. Aus der Lage eines der dadurch verschobenen Tripel-
punkte kann die energetische Aufspaltung der Moleku¨lzusta¨nde bestimmt
werden. So entspricht der in Abbildung 2.6 markierte Abstand ∆V tunn.G2,I
parallel zur VG2-Achse der Energiedifferenz e(CG2,I/CΣ,I)∆V
tunn.
G2,I , um die
der symmetrische Moleku¨lzustand bei Resonanz der Einzelquantenpunkt-
zusta¨nde tiefer liegt. Da dieser Wert gerade die Ha¨lfte der Aufspaltung
∆E+,− der Moleku¨lzusta¨nde bei maximaler Auspra¨gung ist, folgt daraus:
∆E+,− = 2e
CG2,I
CΣ,I
∆V tunn.G2,I (2.22)
Werden mehr als zwei Quantenpunkte in einer Struktur miteinander
kombiniert, so bilden die dann zahlreicheren Linien im Ladungsdiagramm
noch kompliziertere Kreuzungsmuster. Dabei ko¨nnen zum Beispiel bei drei
gekoppelten Quantenpunkten auch Quadrupelpunkte auftreten, an denen
vier Bereiche unterschiedlicher Elektronenkonfiguration zusammentreffen.
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Abbildung 2.7: Ein Quantenpunktkontakt der La¨nge L als Engstelle in ei-
nem 2DEG mit durch angrenzende Gates einstellbarer elektronischer
Breite b.
2.3 Quantenpunktkontakte
Schra¨nkt man die Elektronen in einem zweidimensionalen Elektronengas
(2DEG) in nur einer weiteren Dimension ein, so erha¨lt man einen 1D Ka-
nal. Eine Engstelle, die eine solche 1D Verbindung zwischen zwei Teilen
eines 2DEG bildet, ist schematisch in Abbildung 2.7 dargestellt. U¨ber ne-
ben der Engstelle gelegene Gates kann ihre effektive elektronische Breite
b beeinflusst werden, indem eine Gatespannung angelegt wird. Durch ei-
ne genu¨gend negative Gatespannung kann der Kanal dabei auch komplett
verarmt werden, sodass elektronischer Transport durch die Engstelle nur
noch u¨ber den Tunneleffekt mo¨glich ist. Wenn aber ein leitende Verbindung
vorliegt und ihre La¨nge L klein gegen die Koha¨renzla¨nge der Elektronen
ist, so ko¨nnen Elektronen den Bereich ballistisch durchqueren. Eine solche
Engstelle wird als Quantenpunktkontakt (QPC) bezeichnet.
Aufgrund der zusa¨tzlichen Einschra¨nkung innerhalb des 2DEG bilden
sich innerhalb des QPC eindimensionale Subba¨nder aus. Dort, wo ein sol-
ches Subband die Fermi-Energie schneidet, entsteht jeweils ein Transport-
kanal. Sind N Kana¨le vorhanden und ist τi der Transmissionskoeffizient
des i-ten Kanals, dann ist die Gesamtleitfa¨higkeit durch die Zweipunkt-
Landauer-Formel [64]
G =
2e2
h
N∑
i=1
τi (2.23)
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Abbildung 2.8: Die Leitfa¨higkeit G eines Quantenpunktkontaktes bei der
Temperatur T = 0K (schwarz) und bei T > 0K (rot) u¨ber einer Gate-
spannung VG.
gegeben, wobei e die Elementarladung und h das Plancksche Wirkungs-
quantum sind. Der Vorfaktor 2 beru¨cksichtigt die Spinentartung. Im bal-
listischen Regime kann fu¨r ti = 1 fu¨r alle i angenommen werden, sodass
sich die Formel zu
G =
2e2
h
N (2.24)
vereinfacht. Da die Anzahl N der Transportkana¨le von EF abha¨ngt, der La-
ge der Fermi-Energie relativ zum QPC, hat die Leitfa¨higkeit aufgetragen
u¨ber EF einen stufenfo¨rmigen Verlauf. Entsprechendes gilt fu¨r die Auftra-
gung u¨ber eine angelegte Gatespannung VG, wie in Abbildung 2.8 gezeigt
ist, da sich EF proportional mit VG verschiebt.
Dabei ist zu beachten, dass sich exakte Stufen nur bei der Tempera-
tur T = 0K ergeben, was in Abbildung 2.8 bei der schwarzen Kurve zu
sehen ist. Bei ho¨heren Temperaturen treten wegen des Aufweichens der
Fermi-Kante ebenfalls aufgeweichten U¨berga¨ngen zwischen den einzelnen
Plateaus auf, wie durch die rote Kurve dargestellt wird.
Da die Leitfa¨higkeit eines Quantenpunktkontaktes auch von anderen
geladene Bereichen in seiner Na¨he wie durch ein Gate beeinflusst wer-
den kann, eignet er sich als Ladungsdetektor. [65, 66] So entspricht eine
Umladung in beispielsweise einer benachbarten Quantenstruktur effektiv
einer plo¨tzlichen Verschiebung der Kurve der gatespannungsabha¨ngigen
Leitfa¨higkeit des QPC parallel zur Abszisse. Wurde der QPC zuvor auf
einen Arbeitsbereich zwischen zwei Plateaus eingestellt, wo die Kurve eine
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Abbildung 2.9: Die Leitfa¨higkeit G eines Quantenpunktkontaktes zwischen
dem ersten und zweiten Plateau, wa¨hrend durch das Verfahrens von VG
in der Na¨he nacheinander mehrere Umladungen auftreten.
große Steigung besitzt, ist im QPC-Signal bei einer solchen Umladung ein
deutlicher Sprung zu erkennen. Werden Umladungen in benachbarten Ge-
bieten durch das Vera¨ndern einer Gatespannung ausgelo¨st, so u¨berlagern
sich die entsprechenden Spru¨nge mit der kontinuierlichen Beeinflussung des
QPC durch das verfahrenen Gate. In der abha¨ngig von diesem Gate aufge-
tragenen Leitfa¨higkeit kennzeichnen dann kleine Zacken die auftretenden
Umladungen, wie es in Abbildung 2.9 dargestellt ist.
2.4 Quantenringe
Ein Quantenring ist eine im Idealfall eindimensionale Leiterbahn, die die
Form eines Rings mit mesoskopischen Abmessungen bildet. Ist dieser Ring
an zwei Stellen mit externen Zuleitungen verbunden, so ergeben sich fu¨r
ein Elektron in der einen Zuleitung zwei mo¨gliche Wege, um zur anderen zu
gelangen. Da Elektronen in der Quantenmechanik durch eine Wellenfunk-
tion beschrieben werden, wirkt dann ein solcher Ring wie ein Strahlteiler,
der die Wellenfunktion auf die beiden mo¨glichen Wege aufteilt und am
Ausgang mit sich selbst interferieren la¨sst. Ob konstruktive oder destruk-
tive Interferenz vorliegt, wird dabei von der Phasendifferenz zwischen den
u¨berlagerten Teilen der Wellenfunktion bestimmt. Unterliegt ein Quanten-
ring also einem Einfluss, der die Phasenlage der Wellenfunktion in den
Armen relativ zu einander verschiebt, dann kann dies u¨ber die Interferenz
am Ausgang indirekt beobachtet werden. Daher bietet ein auf diese Art
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B
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Abbildung 2.10: Das Schema eines Quantenrings. Eine am Punkt P1 ein-
tretende Wellenfunktion spaltet sich auf und ihre Teile interferieren am
Ausgang bei P2.
als Interferometer funktionierender Quantenring die Mo¨glichkeit, Einflu¨sse
auf die selbst prinzipiell nicht absolut bestimmbare quantenmechanische
Phase experimentell zu untersuchen.
2.4.1 Der Aharonov-Bohm-Effekt
Der Aharonov-Bohm-Effekt [40, 67, 68] beruht darauf, dass ein Elektron
beim Vorhandensein eines Magnetfeldes entlang einer Bahn C die quanten-
mechanische Phase
ϕ =
e
h¯
∫
C
d~s · ~A (2.25)
aufsammelt, wobei h¯ das reduzierte Wirkungsquantum und e die Elemen-
tarladung sind. Des Weiteren ist ~A das Vektorpotenzial, dessen Rotation
das Magnetfeld ~B ist, sodass als Zusammenhang gilt:
~B = ∇× ~A (2.26)
Einen idealen Quantenring, der an zwei Zuleitungen gekoppelt ist, wie es
in Abbildung 2.10 schematisch gezeigt ist, kann man als eine geschlossene
Kurve C0 beschreiben, die durch zwei Punkte P1 und P2 in die Pfade C1
und C2 zerlegt wird. Laufen die beiden Teile einer bei P1 aufgespaltenen
Wellenfunktion jeweils entlang C1 beziehungsweise C2 nach P2, dann gilt
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gema¨ß Gleichung 2.25 fu¨r die Phasendifferenz ∆ϕ, die bei der U¨berlagerung
in P2 vorliegt:
∆ϕ =
e
h¯
P2∫
P1,C1
d~s · ~A− e
h¯
P2∫
P1,C2
d~s · ~A
=
e
h¯
 P2∫
P1,C1
d~s · ~A+
P1∫
P2,C2
d~s · ~A

=
e
h¯
∮
C0
d~s · ~A
(2.27)
Unter Verwendung des Satzes von Stokes und der Gleichung 2.26 folgt
daraus weiter, wenn F die von C0 umschlossene Fla¨che ist und Φ der Betrag
des Magnetischen Flusses senkrecht durch F ist:
∆ϕ =
e
h¯
∫
F
d~f · (∇× ~A) = 2pi e
h
∫
F
d~f · ~B = 2pi e
h
Φ (2.28)
Es ist dabei direkt zu erkennen, dass die ∆ϕ genau dann ein Vielfaches
von 2pi ist, wenn Φ ein Vielfaches von h/e, also des magnetischen Fluss-
quantums Φ0, ist. Die aus der Phasendifferenz resultierende Interferenz
und damit auch die Aufenthaltswahrscheinlichkeit bei P2 ist also u¨ber dem
magnetischen Fluss durch die umschlossene Fla¨che periodisch mit h/e. Da
bei einem Quantenring die Kopplung an die Zuleitung an seinem Ausgang
von der dortigen Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen abha¨ngt,
kommt es auch in seiner Transmission und damit seiner Leitfa¨higkeit zu
Aharonov-Bohm-Oszillationen mit derselben Periode.
Wenn das Magnetfeld senkrecht zur Ebene des Rings steht, es u¨ber der
ganzen umschlossenen Fla¨che einen konstanten Betrag hat und F der um-
schlossene Fla¨cheninhalt ist, gilt fu¨r die Periode ∆B der Interferenz u¨ber
der magnetischen Flussdichte B die Beziehung
∆B =
h
eF
. (2.29)
Fu¨r eine kreisfo¨rmige Bahn des Radius r0 mit F = pir
2
0 folgt daraus der
Zusammenhang
r0 =
√
h
epi∆B
. (2.30)
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Abbildung 2.11: Die Transmission eines symmetrischen Rings in Abha¨ngig-
keit des umschlossenen magnetischen Flusses Φ.
Die Transmission durch einen Quantenring wird berechnet, indem sie
unter Verwendung einer Streumatrix beschrieben wird. Damit ergibt sich
fu¨r einen symmetrischen Ring in Abwesenheit von elastischer Streuung der
Transmissionskoeffizient [69, 70]
τ =
4²2 sin2(χ) cos2(θ)
[a2 + b2 cos(2θ)− (1− ²) cos(2χ)]2 + ²2 sin2(2χ) . (2.31)
Hierbei steht θ fu¨r den Term piΦ/Φ0, ² ist ein Maß der Streuung an Ein-
und Ausgang des Rings und χ = kFL ist das Produkt aus der Fermi-
Kreiswellenzahl kF mit L, der Ha¨lfte des Ringumfangs. a
2 und b2 sind Ko-
effizienten, die aus der Streumatrix folgen, und ha¨ngen von ² ab. Fu¨r einen
Quantenring, der u¨ber offenen Punktkontakte im ballistischen Regime an
die Zuleitungen gekoppelt ist, gilt ² = 0,5. Daraus folgt dann a2 = 0,25 und
b2 = 0,25. In Abbildung 2.11 ist τ fu¨r χ = pi/4 in Abha¨ngigkeit des ma-
gnetischen Flusses Φ durch den Ring dargestellt. Es ist deutlich zu sehen,
dass sich auch hier eine Oszillation mit der Periode Φ0 = h/e ergibt. Die
Amplitude von τ schwankt zwischen 0 und 1, da die Koha¨renzla¨nge als un-
endlich angenommen wird. Wenn sich aber Streuzentren im Ring befinden,
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Abbildung 2.12: Die Transmission durch einen asymmetrischen Ring fu¨r
drei Werte von δ. Die Kurven sind zur besseren U¨bersicht gegeneinander
verschoben.
die die Koha¨renz zersto¨ren ko¨nnen, so fu¨hrt dies zu einer Verringerung der
Amplitude.
Bei einem asymmetrischen Ring, zwischen dessen Armen eine La¨ngen-
differenz ∆L besteht, muss in der Beschreibung zusa¨tzlich noch die da-
durch hinzukommende Phasendifferenz kF∆L beru¨cksichtigt werden. Defi-
niert man einen Asymmetrieparameter δ als den halben Wert dieses Terms,
dann ergibt sich fu¨r τ der Ausdruck [70–72]
τ =
4²2
[
sin2(χ) cos2(θ) + sin2(θ) sin2(δ)− sin2(χ) sin2(δ)]
[a2 cos(2δ) + b2 cos(2θ)− (1− ²) cos(2χ)]2 + ²2 sin2(2χ) , (2.32)
der im symmetrischen Fall mit δ = 0 wieder die Form der Gleichung 2.31
annimmt. τ ist mit χ = pi/4 fu¨r die Werte δ = 0, pi/4 und pi/2 in Abbil-
dung 2.12 dargestellt. Dabei ergibt sich fu¨r δ = 0 entsprechend wieder die
Kurve aus Abbildung 2.11, wa¨hrend mit δ = pi/2, also einer zusa¨tzlichen
Phasenverschiebung zwischen den Armen von 2δ = pi, diese Kurve mit
vertauschten Maxima und Minima vorliegt. Fu¨r den dazwischenliegenden
Wert δ = pi/4 ergibt sich eine Oszillation mit reduzierter Amplitude aber
verdoppelter Frequenz.
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2.4.2 Der elektrische Aharonov-Bohm-Effekt
Es wirkt sich sowohl bei symmetrischen als auch asymmetrischen Ringen
ebenfalls auf die Phasendifferenz zwischen den Armen aus, wenn die Fermi-
Energie EF und damit die Fermi-Kreiswellenzahl kF der Elektronen nicht
wie oben angenommen konstant u¨ber den gesamten Umfang des Rings ist.
So la¨sst sich EF beispielsweise durch Anlegen einer Gatespannung asymme-
trisch in den Armen des Rings beeinflussen. Die entsprechende Abha¨ngig-
keit der Interferenz am Ausgang vom so erzeugten elektrostatischen Po-
tenzial wird auch als elektrischer Aharonov-Bohm-Effekt bezeichnet und
beruht darauf, dass ein Elektron beim Aufenthalt in einem elektrischen
Skalarpotenzial einer zusa¨tzliche Phasenverschiebung unterliegt. [72–76] Ist
φ ein solches Potenzial, dann gilt fu¨r die in einem Zeitraum T zusa¨tzlich
aufgesammelte Phase ϕ, wenn e die Elementarladung und h¯ das reduzierte
Wirkungsquantum sind:
ϕ =
e
h¯
∫
T
dt φ (2.33)
Geht man in semiklassischer Betrachtung davon aus, dass sich ein Elek-
tron an der Fermi-Kante im Zeitraum T mit der Fermi-Geschwindigkeit vF
entlang einer Bahn C bewegt, so ergibt daraus sich wegen vF = ds/dt:
ϕ =
e
h¯
∫
C
ds
φ
vF
(2.34)
Liegt in einem Arm eines Quantenrings ein Bereich der La¨nge L auf einem
konstant um ∆φ ho¨heren elektrischen Potenzial als der Rest der Struk-
tur, so ergibt sich fu¨r die zusa¨tzliche Phasendifferenz ∆ϕ zwischen beiden
Armen am Ausgang des Rings [76]:
∆ϕ =
e∆φ
h¯vF
L (2.35)
Dabei wurde vorausgesetzt, dass die Energie e∆φ kleiner ist als der un-
vera¨nderte Wert von EF, sodass die Fermi-Geschwindigkeit unabha¨ngig
von ∆φ konstant als
vF =
√
2EF
m∗
(2.36)
angenommen werden kann, wobei m∗ die effektive Masse eines Elektrons
ist. Wird das elektrische Potenzial im Arm eines Quantenrings selektiv
durch ein hinter einer Barriere liegendes Gate beeinflusst, so gilt zwischen
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der Gatespannung VG und dem dadurch zusa¨tzlich hervorgerufenen Poten-
zial ∆φ im Arm des Ring der Zusammenhang
∆φ = αGVG , (2.37)
wobei αG der Hebelfaktor des Gates ist. Damit la¨sst sich unter Verwendung
von Gleichung 2.35 der Wert ∆VG bestimmen, um den die Gatespannung
variiert werden muss, damit sich die Phasendifferenz ∆ϕ zwischen den Ar-
men des Rings um 2pi a¨ndert. Es ergibt sich unter Ausnutzen der Beziehung
h¯ = h/(2pi):
∆VG =
hvF
eαGL
(2.38)
Dieser Wert stellt also die zu Periodizita¨t des elektrischen Aharonov-Bohm-
Effektes u¨ber der Gatespannung dar. Entsprechend bedeutet eine A¨nde-
rung der Gatespannung um ∆VG/2 einen Phasensprung um pi in den Os-
zillationen des magnetischen Aharonov-Bohm-Effektes.
2.4.3 Spektrum
Fu¨r die Niveaus in einen ideal eindimensionalen Rings gilt, wenn der um-
schlossene magnetische Fluss Φ als Anzahl m von Flussquanten Φ0 ange-
geben ist [77, 78]:
El,m =
h¯2
2m∗r20
(m+ l)2 (2.39)
Dabei ist h¯ das reduzierte Wirkungsquantum, m∗ die effektive Masse eines
Elektrons, r0 der Radius des Rings und l die Quantenzahl des Drehimpul-
ses. Abbildung 2.13 zeigt einen Ausschnitt des entsprechend berechneten
theoretischen Spektrums u¨ber dem magnetischen Fluss durch den Ring.
Dabei bilden die Zusta¨nde fu¨r jedes l eine Parabel mit dem Minimum bei
Φ = −lΦ0. Aufgrund der untersten Schnittpunkte zwischen diesen Para-
beln bei halbzahligen Werten von Φ/Φ0 bedeutet eine A¨nderung von m zu
m+1 einen Wechsel des Grundzustandes von l nach l− 1. Daher oszilliert
die Grundzustandsenergie in einem senkrecht zur Ebene des Rings stehen-
den Magnetfeld mit einer Periode von h/e u¨ber dem eingeschlossenen Fluss.
Dies stellt einen deutlichen Gegensatz zu einem Quantenpunkt mit topolo-
gisch einfach verbundener Geometrie dar, bei dem der Grundzustand mit
n = 0 und l = 0 konstant derselbe bleibt.
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Abbildung 2.13: Das Spektrum eines Quantenrings mit dem Radius r0 u¨ber
dem umschlossenen magnetischen Fluss Φ. Jede Parabel entspricht einem
Zustand mit fester Drehimpulsquantenzahl l.
2.5 Zusammenfassung
In diesem Kapitel wurde die theoretische Beschreibung der in dieser Arbeit
untersuchten Quantenstrukturen erla¨utert.
Dazu wurde zuerst allgemein auf die Zustandsdichten niederdimensio-
naler Elektronensysteme eingegangen. Als na¨chstes folgte die Betrachtung
von Transporteigenschaften einzelner und gekoppelter Quantenpunkte. Ins-
besondere wurde dabei gezeigt, wie sich entsprechende Strukturen u¨ber
den Verlauf von Coulomb-Blockade-Linien charakterisieren lassen. Danach
wurde beschrieben, wie sich ein Quantenpunktkontakt als Detektor zur Be-
obachtung von Umladungen in benachbarten Quantenstrukturen einsetzen
la¨sst. Der letzte Abschnitt konzentrierte sich dann auf Quantenringe. Dort
wurde zuna¨chst auf den in solchen Ringen auftretenden Aharonov-Bohm-
Effekt und die Beeinflussung der Interferenz durch verschiedene Parameter
eingegangen. Zuletzt wurde das Spektrum eines idealen Quantenrings ge-
zeigt.
Insgesamt entha¨lt dieses Kapitel Grundlagen, auf die in den weiteren
Kapiteln an den entsprechenden Stellen zuru¨ckgegriffen wird.
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Probenherstellung und
Messaufbau
Dieses Kapitel beschreibt die Herstellung der im Rahmen dieser Arbeit
untersuchten Proben und die technische Seite der durchgefu¨hrten Messun-
gen. Dazu wird zuerst auf die Grundlagen der Realisierung eines zweidi-
mensionalen Elektronengases (2DEG) [79] durch die geschickte Anordnung
von Schichten in einer Halbleiter-Heterostruktur [11] eingegangen. Dann
werden die drei Heterostrukturen vorgestellt, die die Basis fu¨r die in den
folgenden Kapiteln beschriebenen Proben bilden. Anschließend wird dar-
gestellt, wie durch optische Lithografie Mesa-Strukturen erzeugt werden
und wie Nanostrukturen durch Lithografie mit einem Rasterkraftmikro-
skop (AFM) entstehen. Der folgende Abschnitt beschreibt die Kryostaten,
in welchen die Proben auf die zur Untersuchung der quantenmechanischen
Effekte notwendigen tiefen Temperaturen geku¨hlt wurden und in welchen
u¨ber supraleitende Spulen hohe Magnetfelder erzeugt werden konnten. Ein
weiterer Abschnitt stellt dann den Aufbau der verwendeten Messgera¨te
vor.
3.1 Erzeugung eines 2DEG
Ausgangspunkt fu¨r die Herstellung der in dieser Arbeit beschriebenen Na-
nostrukturen sind Chips, die aus Schichten von Galliumarsenid (GaAs) und
Aluminiumgalliumarsenid (AlGaAs) aufgebaut sind und bei Temperaturen
von wenigen Kelvin in einer Tiefe von wenigen zehn Nanometern unter der
Oberfla¨che ein zweidimensionales Elektronengas ausbilden. Denn mit Hil-
fe der in Abschnitt 3.4 beschriebenen AFM-Lithografie ist es dann relativ
einfach, mit hoher Genauigkeit isolierende Linien in der 2DEG-Ebene zu
erzeugen und so eine Einschra¨nkung der Elektronen auf Bereiche noch nie-
derer Dimension zu erreichen.
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Abbildung 3.1: (a) Verlauf der Bandkanten in GaAs und dotiertem Al-
GaAs. (b) Entstehung eines 2DEG an der Grenzfla¨che zwischen diesen
Materialien in einer Heterostruktur.
Halbleiter-Heterostrukturen werden hergestellt, indem durch beispiels-
weise Molekularstrahlepitaxie ausgehend von einem Substrat verschiede-
ne Halbleiter-Materialien schichtweise aufeinander aufgewachsen werden.
Wenn diese unterschiedliche Bandlu¨cken aufweisen, kann durch die richtige
Auswahl von Dotierung und Schichtfolge erreicht werden, dass sich senk-
recht zur Wachstumsrichtung ein Verlauf der Leitungsbandkante ergibt,
der einen Potenzialtopf entha¨lt. Dort bilden sich quantisierte Energienive-
aus (Subba¨nder) aus, von denen durch entsprechende Dotierung nur das
erste bei tiefen Temperaturen unterhalb der Fermi-Kante liegt, sodass sich
dann nur dort Leitungselektronen ansammeln. Es entsteht in der Ebene des
Quantentopfes also ein 2DEG, dessen Elektronen sich lediglich senkrecht
zur Wachstumsrichtung frei bewegen ko¨nnen.
Die Kombination von Galliumarsenid und Aluminiumgalliumarsenid ist
fu¨r die Herstellung von Heterostrukturen besonders geeignet, da die Gitter-
konstanten aGaAs = 0,56533 nm und aAlAs = 0,56611 nm [80] fast identisch
sind. Außerdem la¨sst sich der Verlauf der Bandkante in der fertigen Hete-
rostruktur wa¨hrend der Herstellung sehr gut beeinflussen, da die Bandlu¨cke
in AlGaAs vom Aluminium-Anteil abha¨ngt und daru¨ber eingestellt werden
kann.
In Abbildung 3.1 ist die Entstehung eines 2DEG in einer GaAs/AlGaAs-
Heterostruktur schematisch dargestellt. Dabei zeigt Abbildung 3.1 (a) links
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die Bandkanten von intrinsischem GaAs mit seiner Fermi-Energie EF in
der Mitte der Bandlu¨cke sowie rechts die Bandkanten von AlGaAs mit
im Vergleich gro¨ßerer Bandlu¨cke und einer durch Dotierung nach oben
verschobenen Fermi-Energie. In Abbildung 3.1 (b) ist die Situation nach
dem Zusammenbringen beider Materialien zu sehen. Es stellt sich dann
im Gleichgewicht eine u¨ber dem ganzen Kristall konstante Fermi-Energie
ein und die Bandstruktur verbiegt sich entsprechend. An der Grenzfla¨che
zwischen den beiden Materialien entsteht dabei eine Diskontinuita¨t, die im
Leitungsband zu der Ausbildung des oben erwa¨hnten Quantentopfes fu¨hrt,
dessen unterstes Subband unter der Fermi-Energie liegt.
Bei der Dotierung derartiger GaAs/AlGaAs-Heterostrukturen wird im
Allgemeinen darauf geachtet, die Dotieratome von der 2DEG-Ebene ra¨um-
lich zu trennen, also den Bereich, der direkt am 2DEG angrenzt, undotiert
zu lassen. Durch ein solches Vorgehen stellen die ionisierten Donator-Atome
keine Streuzentren fu¨r die Elektronen im 2DEG dar, sodass dort sehr ho-
he Beweglichkeiten erreicht werden ko¨nnen. Eine Mo¨glichkeit dazu ist die
Volumendotierung einer entfernten Schicht aus AlGaAs, wa¨hrend eine an-
dere Methode die δ-Dotierung ist, bei der eine nur wenige Monolagen dicke
Dotierschicht aus z.B. Silizium (Si) zwischen zwei Lagen aus GaAs oder
AlGaAs eingebettet wird.
3.2 Verwendete Heterostrukturen
In Abbildung 3.2 sind die Schichtfolgen der fu¨r die im Rahmen dieser Arbeit
betrachteten Proben verwendeten GaAs/AlGaAs-Heterostrukturen 71000,
C021212A und C021227B dargestellt. Alle drei sind mit Silizium δ-Dotiert
und bilden ein relativ flaches 2DEG in nur etwas mehr als 30 nm Tiefe
aus. Ihre wesentlichen Parameter bei tiefen Temperaturen wie die genaue
Tiefe des 2DEG, die Elektronendichte ne im 2DEG, die dortige Elektro-
nenbeweglichkeit µe und die elektronische Koha¨renzla¨nge le sind in Tabelle
3.1 aufgefu¨hrt. Es ist zu beachten, dass die in den na¨chsten Kapiteln be-
schriebenen Quantenringe deutlich kleiner sind als die Koha¨renzla¨nge des
jeweiligen 2DEG, in dem sie realisiert wurden. Daher sind sie als Interfe-
rometer fu¨r Elektronen geeignet.
Hergestellt wurde das Material 71000 von Bichler und Abstreiter am
Walter-Schottky-Institut der Technischen Universita¨t Mu¨nchen sowie von
Wegscheider an der Universita¨t Regensburg. Die Heterostruktur C021212A
stammt von Reinwald und Wegscheider, Universita¨t Regensburg, wa¨hrend
das Material C021227B von Wegscheider alleine gewachsen wurde.
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5 nm GaAs
8 nm AlGaAs
20 nm AlGaAs
100 nm GaAs
Si d-Dotierung
2DEG
71000
5 nm GaAs
8 nm AlGaAs
20 nm AlGaAs
1000 nm GaAs
2 nm AlAs
2 nm GaAs
Si d-Dotierung
2DEG
C021212A
5 nm GaAs
18,5 nm AlGaAs
6,5 nm AlGaAs
1000 nm GaAs
2 nm AlAs
2 nm GaAs
Si d-Dotierung
2DEG
C021227B
Abbildung 3.2: Schematische Darstellung der Schichtfolgen in den verwen-
deten Heterostrukturen 71000, C021212A und C021227B.
71000 C021212A C021227B
Tiefe des 2DEG (nm) 33 37 34
ne (m
−2) 4,3 · 1015 3,9 · 1015 3,85 · 1015
µe (m
2/Vs) 42,1 52,7 64,3
le (µm) 4,6 5,4 6,6
Tabelle 3.1: Parameter der verwendeten Heterostrukturen bei T = 4,2K.
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(a) (b)
250 µm
Abbildung 3.3: Draufsicht auf die beiden verwendeten Mesa-Formen (a)
Hall-Bar und (b) Stern. Die einlegierten Gold-Kontakte sind gelb
dargestellt.
3.3 Optische Lithografie
Bevor das 2DEG in einem etwa 4mm × 4mm großen Chip in einer Hete-
rostruktur sinnvoll als Basis fu¨r eine Nanostruktur genutzt werden kann,
muss es in kleinere, einfach zu bearbeitende Gebiete unterteilt werden,
die außerdem u¨ber Mo¨glichkeiten zur elektrischen Kontaktierung verfu¨gen.
Daher bietet es sich an, mittels optischer Lithografie [81] Strukturen aus
schmalen Leiterbahnen an der Oberfla¨che zu erzeugen. Dazu wird die Ober-
fla¨che mit einer Schicht Fotolack u¨berzogen, der u¨ber eine Schattenmaske
in der Form der gewu¨nschten Struktur belichtet wird. Anschließendes Ent-
wickeln des Lackes bela¨sst dann einen schu¨tzenden Film nur auf den zuvor
abgeschatteten Bereichen, sodass der u¨brige Teil der Oberfla¨che selektiv
mittels Nassa¨tzen u¨ber hundert Nanometer tief abgetragen werden kann.
Dadurch bleibt die Schicht, in der sich das 2DEG ausbilden kann, nur in
den geschu¨tzten Bereichen erhalten, welche aufgrund ihres an Tafelberge
erinnernden Querschnitts als Mesas bezeichnet werden.
Um das 2DEG an bestimmten Stellen elektrisch zu kontaktieren, ko¨nnen
ebenfalls durch optische Lithografie Kontakte auf der Oberfla¨che ange-
bracht werden. Dazu wird wieder eine Schicht Fotolack aufgebracht, der
dann derart belichtet und entwickelt wird, dass er die Oberfla¨che bedeckt,
außer an den Stellen, an denen sich die Kontakte befinden sollen. Dann
wird die Probe in einer Aufdampfanlage mit einer einige Nanometer dicken
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Lage aus Germanium und darauf Gold beschichtet. Anschließend wird der
Lack und damit auch alles Material, das sich darauf befindet, entfernt,
sodass auf der Oberfla¨che nur noch an den zuvor definierten Stellen auf-
gedampftes Material verbleibt. Danach wird die Probe erhitzt, sodass die
Mischung aus Germanium und Gold ausgehend von der Oberfla¨che in die
Heterostruktur einlegiert wird. Dadurch wird eine leitfa¨hige Verbindung bis
in die Ebene des 2DEG hinein hergestellt und die Bildung einer Schottky-
Barriere vermieden. Mit einer Kantenla¨nge von u¨ber 100µm sind die hier
erzeugten Kontaktfla¨chen groß genug, um dort mit einem Bonder Dra¨hte
aufzubringen, u¨ber die dann die Verbindung zu einem beliebigen Aufbau
von Messgera¨ten hergestellt werden kann.
Die beiden Formen kontaktierter Mesa-Strukturen, die als Grundlage
fu¨r die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Nanostrukturen verwendet
wurden, sind in Abbildung 3.3 dargestellt. Es handelt sich zum einen um
einen Hall-Bar (Abbildung 3.3 (a)) und zum anderen um eine Sternform
(Abbildung 3.3 (b)). Dabei sind die Leiterbahnen an keiner Stelle schmaler
als 10µm (Hall-Bar) beziehungsweise 8µm (Stern) und somit bei beiden
Strukturen breit genug, um durch die laterale Einschra¨nkung der Elektro-
nen keine zusa¨tzlichen quantenmechanischen Effekte auftreten zu lassen.
3.4 Lithografie mit dem Rasterkraftmikroskop
Zur Erzeugung von Nanostrukturen, also Systemen, deren Details Abmes-
sungen im Nanometern-Bereich haben, reicht die Auflo¨sung der hier ein-
gesetzten optischen Lithografie nicht mehr aus und es werden andere Ver-
fahren verwendet. So wurden die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten
Quantenringe durch lokale anodische Oxidation mit einem Rasterkraftmi-
kroskop (AFM) hergestellt.
Diese Methode der Oxidation einer Oberfla¨che mit der Spitze eines Ras-
tertunnel- [82] oder Rasterkraftmikroskops [59] eignet sich zur Bearbeitung
verschiedener Materialien [83–85] und wurde von Ishii und Matsumoto [60]
erstmals fu¨r die Erzeugung einer Barriere im 2DEG einer GaAs/AlGaAs-
Heterostruktur eingesetzt. Dabei wird ausgenutzt, dass in den verwendeten
Heterostrukturen die energetische Tiefe des Quantentopfes, der das 2DEG
entha¨lt, vom Abstand zur Oberfla¨che abha¨ngt, an der die Fermi-Energie
aufgrund von Oberfla¨chenzusta¨nden in der Mitte der Bandlu¨cke gehalten
wird. So ist es mo¨glich durch Abtragen von Material, also durch Verrin-
gerung des Abstandes zwischen der Oberfla¨che und der 2DEG-Ebene, den
Quantentopf effektiv soweit anzuheben, dass sein unterstes Subband u¨ber
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-
+AFM-Spitze
Oxid
2DEG
Verarmung
Oberfläche
Gold-Kontakt
Stromquelle
Abbildung 3.4: Schematische Darstellung der lokalen anodischen Oxida-
tion mit einem AFM. Mit der AFM-Spitze wird eine Oxidlinie an der
Oberfla¨che erzeugt, die das darunter liegende 2DEG verarmt. Das 2DEG
wird so in voneinander isolierte Bereiche geteilt.
die Fermi-Energie wandert. Dadurch wird das 2DEG an der entsprechen-
den Stelle entleert. Eine analoge Auswirkung hat auch eine Oxidation der
Oberfla¨che, die sich in das Material hinein fortsetzt, wodurch die eigentli-
che Kristalloberfla¨che effektiv nach unter wandert. Eine solche Oxidation
kann lokal eng begrenzt mit der Spitze eines AFM hervorgerufen werden.
Dabei ist es fu¨r die hier angewendete Methode wichtig, dass die Oberfla¨che
der Probe durch die Luftfeuchtigkeit mit einem du¨nnen Wasserfilm bedeckt
ist, sodass AFM-Spitze, Oberfla¨che und Wasser eine elektrolytische Zelle
bilden. Das Anlegen einer negativen Spannung an die Spitze relativ zur
Oberfla¨che lo¨st durch den dann fließenden Strom die Oxidation der Ober-
fla¨che direkt unter der Spitze aus. Die entsprechende Reaktion ist von der
anodischen Oxidation gro¨ßerer Fla¨chen [86] bekannt und verla¨uft gema¨ß
2GaAs + 12 h+ + 10OH− −→ Ga2O3 +As2O3 + 4H2O+ 2H+ .
Dabei stehen die h+ fu¨r im Material vorhandene Lo¨cher aus beispielsweise
photogenerierten Elektron-Loch-Paaren, die OH− sind aus der Autopro-
tolyse des Wassers stammende Hydroxidionen, Ga2O3 und As2O3 sind die
entstehenden Oxide, H2O ist Wasser und die H
+ sind Protonen. Das entste-
hende Oxid setzt sich dabei bis einige Nanometer tief unter die Oberfla¨che
fort. Gleichzeitig quilt auch etwas davon nach oben heraus, da es aufgrund
des zusa¨tzlich eingebauten Sauerstoffs ein gro¨ßeres Volumen als das ur-
spru¨ngliche Material besitzt. Entsprechend sind derart oxidierte Bereiche
auf AFM-Bildern deutlich zu erkennen. Durch Bewegen der AFM-Spitze
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u¨ber die Oberfla¨che wa¨hrend der Oxidation ist es mo¨glich, isolierende Lini-
en in das 2DEG zu schreiben, wie es schematisch in Abbildung 3.4 darge-
stellt ist. Dieses Verfahren ermo¨glicht es, Bereiche des 2DEG voneinander
zu trennen sowie elektronische Nanostrukturen zu schaffen.
Die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Quantenringe wurden mit ei-
nem AFM des Modells Nanoscope IIIa von Digital Instruments erzeugt und
sind auf Abbildung 3.5 dargestellt. Zur Oxidation wurden Silizium-Spitzen
verwendet und mit einer Geschwindigkeit von ∼ 0,2µm/s bewegt, wobei
ein Gleichstrom von je nach Probe 800 nA oder 1µA mit einer externen
Stromquelle vom Typ Keithley 2400 durch Oberfla¨che und Spitze getrie-
ben wurde. Die relative Luftfeuchtigkeit wurde unter einer u¨ber das AFM
gestu¨lpten Haube konstant auf 70% gehalten, was durch die Zufu¨hrung
von zuvor in einem kleinen Wassertank angefeuchteten Stickstoffgas er-
reicht wurde. Die geschriebenen Oxidlinien erreichten Breiten von bis unter
100 nm bei Ho¨hen von bis zu 10 nm.
3.5 Kryostaten
Fu¨r die Untersuchung von Quanteneffekten ist es notwendig, dass die ther-
mische Energie kBT klein gegenu¨ber den Energiedifferenzen im betrachte-
ten System ist. Da die Subbandabsta¨nde im 2DEG und die Absta¨nde der
Energieniveaus der im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Nanostrukturen
nur wenige Millielektronvolt betra¨gt, musste die Temperatur wa¨hrend der
hier beschriebenen Messungen auf einem Wert im Bereich von einigen Mil-
likelvin gehalten werden. Daher wurden diese Experiment jeweils in einem
von zwei Kryostaten durchgefu¨hrt. Beide Systeme stammen von der Firma
Oxford Instruments, wobei es sich zum einen um einen Kelvinox 300 und
zum anderen um einen KelvinoxTLM handelt. Beide arbeiten nach dem
3He/4He-Entmischungsprinzip [87] und erreichen eine minimale Basistem-
peratur in der Gro¨ßenordnung von 20mK. Außerdem sind beide durch su-
praleitende Magnetspulen erga¨nzt, die im Betrieb mit 4He geku¨hlt werden
mu¨ssen. Die damit erzeugten Magnetfelder standen bei den hier beschriebe-
nen Messungen immer senkrecht zur Ebene der untersuchten Proben. Die
maximal erreichbare magnetische Flussdichte am Ort der Probe betra¨gt
bei einer Magnettemperatur von 4,2K 13T im erst- und 18T im zuletzt
genannten System. Bei Bedarf ko¨nnen die Spulen durch Pumpen am sie
umgebenden 4He aber auch auf unter 2,2K geku¨hlt werden, wodurch sich
die maximal mo¨gliche Flussdichte um 2T erho¨ht. Damit lassen sich in den
Systemen also Felder bis zu 15T beziehungsweise 20T erreichen.
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500 nm 1 µm
500 nm
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P03-S5 P03-S2
P04A-S1 P04B-S2
Abbildung 3.5: AFM-Bilder aller im Rahmen dieser Arbeit untersuchten
Quantenringe, die jeweils in Kapitel 4 (71000-HB9, P03-S5, P03-S2),
Kapitel 5 (P04A-S1) und Kapitel 6 (P04B-S2) beschrieben werden. Es
sind deutlich die isolierenden Oxidlinien zu sehen, zwischen denen die
leitfa¨higen Bereiche der Quantenstrukturen liegen.
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3.6 Transportmessungen
Bei den in den folgenden Kapiteln beschriebenen Experimenten wurde der
elektronische Transport durch verschiedene Nanostrukturen untersucht. An
den Proben wurden dazu u¨ber zwei als
”
Source“ und
”
Drain“ bezeich-
nete Zuleitungen Zwei-Punkt-Messungen der differentiellen Leitfa¨higkeit
G = dI/dVSD durchgefu¨hrt, indem eine oszillierende Spannung VSD an-
gelegt und der mit entsprechender Frequenz fließende Wechselstrom IAC
mit Hilfe eines Lock-In-Versta¨rkers gemessen wurde. Der dazu verwendete
Messaufbau ist auf Abbildung 3.6 schematisch dargestellt und besteht im
Kern aus einem Lock-In-Versta¨rker von Typ EG&G 7260, der einen ein-
gebauten Oszillator zur Ausgabe einer Wechselspannung besitzt. Zu die-
ser kann u¨ber einen Addierer noch eine Gleichspannung hinzugefu¨gt wer-
den, die von einem Digital-Analog-Konverter IOtech DAC488HR geliefert
wird. Um die von den Gera¨ten in ihrem optimalen Arbeitsbereich erzeugte
Spannung in den beno¨tigten Bereich von Mikro- bzw. Millivolt zu bringen,
wird sie u¨ber einen 1:1000-Teiler gefu¨hrt, um die an der Probe angeleg-
te Spannung VSD zu erhalten. Mit der Probe in Reihe geschaltet ist ein
Stromversta¨rker Ithaco 1211, der eine dem Gesamtstrom I proportionale
Spannung erzeugt, die dann vom Lock-In-Versta¨rker gemessen wird. Ein
u¨ber eine GPIB-Schnittstelle mit den Gera¨ten verbundener Computer, der
allgemein die Ansteuerung des Messaufbaus u¨bernimmt, kann dann aus der
angelegtenWechselspannung und der entsprechenden Frequenzkomponente
des gemessenen Stromsignals den Wert von G bestimmen. Zusa¨tzlich wird
u¨ber ein Multimeter des Typs Keithley 2000, das u¨ber einen 1-Hz-Filter
parallel zum Lock-In am Ausgang des Stromversta¨rkers angeschlossen ist,
auch die Gleichstromkomponente IDC des Signals bestimmt. Gates an den
untersuchten Proben werden u¨ber weitere der insgesamt vier Anschlu¨sse
des IOtech DAC488HR und zwischengeschaltete 1-Hz-Filter angesteuert.
Bei den in den folgen Kapiteln beschriebenen Experimenten wurde der
Oszillator im EG&G 7260 mit niedrigen Frequenzen im Bereich von 13Hz
bis 39Hz betrieben, der Effektivwert der Wechselspannung betrug 10µV
und der Versta¨rkungsfaktor am Stromversta¨rker war auf 107V/A einge-
stellt. Die Gleichspannungskomponente in VSD betrug maximal ±2µV,
wobei die meisten Messungen ohne eine solche Vorspannung nur unter An-
legen des Oszillatorsignals durchgefu¨hrt wurden. Die an vorhandene Gates
angelegten Spannungen lagen im Bereich von bis zu einigen hundert Milli-
volt.
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DAC488HR
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Keithley 2000
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V
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S
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Abbildung 3.6: Schema des verwendeten Messaufbaus mit symbolischer
Darstellung einer Probe mit zwei Gates. Die genaue Beschaltung der
untersuchten Strukturen wird an den entsprechenden Stellen in den fol-
genden Kapiteln gezeigt.
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3.7 Zusammenfassung
Dieses Kapitel widmete sich den Technologien, die bei der Herstellung der
Proben und den durchgefu¨hrten Experimenten zum Einsatz kamen.
Als erstes wurde die Bildung eines 2DEG in einer entsprechend aufge-
bauten GaAs/AlGaAs-Heterostrukturen beschrieben. Danach wurden die
Heterostrukturen vorgestellt, die fu¨r die im Rahmen dieser Arbeit un-
tersuchten Proben verwendet wurden. Dabei wurden auch die jeweiligen
2DEG-Parameter aufgefu¨hrt. Im na¨chsten Abschnitt wurde auf das Ver-
fahren eingegangen, mit dem u¨ber optische Lithografie Mesa-Strukturen
auf den Proben erzeugt wurden. Auch wurden die beiden als Mesas umge-
setzten Formen gezeigt. Dann wurde die Lithographie-Methode der lokalen
anodischen Oxidation mit einem AFM erkla¨rt. Diese wurde eingesetzt, um
im 2DEG der Proben die gezeigten Quantenringe zu definieren. Anschlie-
ßend wurden die fu¨r die Experimente verwendeten Kryostaten und die mit
ihnen kombinierten Magnetspulen beschrieben. Den Abschluss bildete die
Erla¨uterung des fu¨r die Transportmessungen eingesetzten Messaufbaus.
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Messungen an einfachen
Quantenringen
Dieses Kapitel stellt die im Rahmen dieser Arbeit vorgenommenen Messun-
gen an Quantenringen mit einfacher Geometrie vor. Dies sind Nanostruktu-
ren, die ringfo¨rmige Leiterbahnen jeweils gleichma¨ßiger Breite bilden und
zwei Zuleitungen besitzen, aber nicht die geometrischen Besonderheiten
der in den Kapiteln 5 und 6 beschriebenen Proben aufweisen.
Zuerst wird auf den Quantenring 7100012-HB9 eingegangen, der ur-
spru¨nglich im Rahmen anderer Arbeiten [88, 89] hergestellt worden war,
aber auch fu¨r den experimentellen Teil dieser Arbeit zur Verfu¨gung stand.
Bei dieser Struktur ist in der magnetfeldabha¨ngigen Leitfa¨higkeit bei weni-
gen Elektronen auf dem Ring eine reduzierte Aharonov-Bohm-Periode zu
beobachten. Des Weiteren wurde das Transportspektrum des Rings u¨ber
einen großen Bereich einer Gatespannung und des externen Magnetfeldes
aufgenommen. Außerdem zeigt der normale Aharonov-Bohm-Effekt dieser
Struktur eine modulierte Amplitude. Eine solche Modulation tritt ebenfalls
bei den anschließend beschriebenen, im Rahmen dieser Arbeit hergestellten
Ringen P03-S5 und P03-S2 auf.
4.1 Die Struktur 7100012-HB9
Bei der Probe 7100012 handelt es sich um einen Chip aus Material der
GaAs/AlGaAs-Heterostruktur 71000, die in Abschnitt 3.2 beschrieben ist.
Durch optische Lithografie wurden wie in Abschnitt 3.3 erkla¨rt auf ihrer
Oberfla¨che mehrere mit Kontakten versehene Mesas in Form der dort ge-
zeigten Hall-Geometrie erzeugt. Auf einem dieser Hall-Bars wurde mit der
in Abschnitt 3.4 erla¨uterten Methode der lokalen anodischen Oxidation der
Quantenring 7100012-HB9 erzeugt. Entworfen und hergestellt wurde diese
Struktur von Keyser und Borck in Hannover, die anschließend sehr erfolg-
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Abbildung 4.1: (a) AFM-Bild der Struktur 7100012-HB9. (b) Schema der
elektrischen Anschlu¨sse fu¨r die Messungen.
reich experimentelle Untersuchungen mit interessanten Ergebnissen daran
durchfu¨hren konnten. [32, 88–92]
Eine AFM-Aufnahme der Struktur ist in Abbildung 4.1 (a) zu sehen.
Die dort gut erkennbaren Oxidlinien haben jeweils eine Breite von etwa
100 nm. Der a¨ußere Durchmesser des von ihnen definierten Quantenrings,
also der Abstand zwischen den inneren Kanten des Oxids an gegenu¨ber-
liegenden Seiten, betra¨gt 450 nm. Die innerer Begrenzung, der Oxidpunkt
in der Mitte, hat einen Durchmesser von 190 nm. Die Engstellen, die den
Ring an die beiden Zuleitungen
”
Source“ (S) und
”
Drain“ (D) koppeln,
sind jeweils 150 nm breit. Die beiden Bereiche, die vom Rest der Struktur
isoliert sind, werden als Gates verwendet und wie auf der Abbildung ge-
kennzeichnet als
”
Gate 1“ (G1) und
”
Gate 2“ (G2) bezeichnet. Mit ihrer
Hilfe ko¨nnen das elektrochemische Potenzial des Rings sowie die Kopp-
lung u¨ber die Engstellen an die Zuleitungen variiert werden. Dabei ist zu
beachten, dass die Struktur asymmetrisch aufgebaut ist. So reicht Gate 2
bis an die Engstelle heran, die den Ring mit Drain verbindet, wa¨hrend es
einen Abstand zu der anderen Engstelle aufweist. Außerdem grenzt Gate
2 entlang einer wesentlich la¨ngeren Strecke an den Ring als Gate 1.
Fu¨r die Experimente im Rahmen dieser Arbeit wurde die Struktur in
den in Abschnitt 3.5 beschriebenen Kryostaten vom Typ Kelvinox 300
mit 13/15-T-Magnetspule eingebaut und auf einer Temperatur von 30mK
gehalten. Außerdem wurde die Probe wie in Abbildung 4.1 (b) skizziert mit
dem in Abschnitt 3.6 gezeigte Messaufbau verbunden.
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4.2 Aharonov-Bohm-Effekt
Eine Messung der differentiellen Leitfa¨higkeit G durch den Ring in Abha¨n-
gigkeit des externen Magnetfeldes B und der Gatespannung VG2 bei fester
Gatespannung VG1 = 95mV u¨ber den Bereich mit 0mT ≤ B ≤ 500mT
und 60mV ≤ VG2 ≤ 100mV wird in Abbildung 4.2 (a) gezeigt. 
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Abbildung 4.2: (a) Leitfa¨higkeit des Rings bei VG1 = 95mV in Abha¨ngig-
keit von VG2 und B. (b) Schnitte bei VG2 = 91,5mV (rot) und VG2 =
85mV (schwarz, um 0,4 e2/h nach unten verschoben).
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Im Regime oberhalb von VG2 = 70mV, bei dem beide Zuleitungen durch
die positiven Gatespannungen eine hohe Transmission besitzen, treten die
in Abschnitt 2.4 erkla¨rten Aharonov-Bohm-Oszillationen u¨ber dem Ma-
gnetfeld auf. Ihre Auspra¨gung nimmt fu¨r ho¨here Werte von VG2 zu und ih-
re Wellenho¨he erreicht etwa 17% Anteil am Gesamtwert der Leitfa¨higkeit.
Zwei Schnitte durch die Darstellung an den mit Pfeilen markierten Stelle
VG1 = 91,5mV und VG1 = 85mV werden in Abbildung 4.2 (b) gezeigt. An
diesen Kurven ist gut die gleichma¨ßige Oszillationsperiode ∆B = 58mT
zu erkennen. Aus dieser ergibt sich gema¨ß Gleichung 2.30 fu¨r die Elektro-
nenbahn im Ring ein Radius von r0 = 150 nm, der einem Weg in der Mitte
des leitfa¨higen Bereichs der geschriebenen Geometrie entspricht. Betrachtet
man in Abbildung 4.2 (a) die Abha¨ngigkeit des Aharonov-Bohm-Effektes
von der Gatespannung, so ist zu erkennen, dass die Phase der Oszillatio-
nen bei bestimmten Werten von VG2 um pi springt. Dies ist auch an den
Schnitten in Abbildung 4.2 (b) zu sehen, zwischen denen ein solcher Pha-
sensprung liegt, sodass die Maxima der roten Kurve an den Stellen liegen,
an denen die schwarze Minima besitzt und umgekehrt. Diese Beobachtung
ist, wie in Abschnitt 2.4 beschrieben, auf die asymmetrische Beeinflussung
der Arme des Rings durch die Gatespannung zuru¨ckzufu¨hren. Gate 2 be-
einflusst aufgrund seiner Lage das elektrostatische Potenzial im unteren
Arm des Rings sta¨rker als im oberen und vera¨ndert so die Phasendifferenz
zwischen den Teilen der elektronischen Wellenfunktion in diesen beiden
Bereichen.
4.3 Reduzierte Aharonov-Bohm-Periode
Abbildung 4.3 (a) zeigt die Leitfa¨higkeit G fu¨r deutlich negative Gatespan-
nungen VG1 = −80mV und −320mV ≤ VG2 ≤ −220mV. Da in diesem Re-
gime die Engstellen so eingestellt sind, dass nur Tunnelkopplung an die Zu-
leitungen besteht, ergibt sich das Additionsspektrum der Struktur. Außer-
dem wurde in der gezeigten Messung das Magnetfeld B im Bereich von 0T
bis 6,3T variiert. Oberhalb von VG2 = −260mV bildet sich zwar durch die
dann einsetzende O¨ffnung der Zuleitung zu Drain ein komplizierteres Mus-
ter aus, aber darunter sind deutliche Coulomb-Blockade-Linien erkennbar,
die weitgehend parallel zur B-Achse verlaufen. Obwohl nominell ohne ein
Vorspannung u¨ber Source und Drain gemessen wurden, sind diese Linien
leicht aufgespalten, was vermutlich auf das Vorhandensein einer Thermo-
spannung zuru¨ckzufu¨hren ist. Nicht-verschwindende Leitfa¨higkeit zwischen
den ausgepra¨gten Linien kann dem Kondo-Effekt [93] zugeschrieben wer-
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Abbildung 4.3: (a) Das Additionsspektrum des Rings bei VG1 = −80mV
in Abha¨ngigkeit von VG2 und B. (b) Schnitt bei B = 0mT. Der Pfeil
markiert den Kondo-Effekt in einem Coulomb-Blockade-Bereich.
den [90], der im vorliegenden Fall abwechselnd in den Blockade-Bereichen
auftritt. In Abbildung 4.3 (b) ist G fu¨r B = 0mT u¨ber dem betrachte-
ten Bereich von VG2 dargestellt. An der markierten Stelle ist die Kondo-
Leitfa¨higkeit gut zu erkennen, wa¨hrend der Transport durch den Ring in
den benachbarten Ta¨lern komplett verschwindet. Bei ho¨herem Magnetfeld
kommt es aber zu plo¨tzlichen Wechseln zwischen Auftreten und Fehlen des
Kondo-Effekts. Dies kann damit erkla¨rt werden, dass bei hohen Magnet-
feldern der Transport durch das dann vorhandene niedrigste Landau-Level
[94] am a¨ußeren Rand des Rings verla¨uft und der Kondo-Effekt nur auf-
tritt, wenn sich dort ein ungepaarter Spin, also eine ungerade Anzahl von
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Elektronen befindet. Ein Anstieg von B fu¨hrt aber zu Umverteilungen von
Elektronen aus ho¨heren in das niedrigste Landau-Level [95] und damit dort
jedes Mal zu einem Wechsel zwischen gerader und ungerade Anzahl, sodass
der Kondo-Effekt entsprechend alterniert.
Ein Ausschnitt aus dem Additionsspektrum mit −262mV ≤ VG2 ≤
−300mV und 0mT ≤ B ≤ 150mT, der sich u¨ber drei Coulomb-Peaks er-
streckt, ist in Abbildung 4.4 (a) zu sehen, wa¨hrend Abbildung 4.4 (b) einen
Querschnitt bei B = 75mT zeigt. Abbildung 4.4 (c) stellt den Bereich
aus (a) nach Abzug eines durch Intervallmittelung erhaltenen Hintergrun-
des dar. Dabei sind deutlich kleine Oszillationen im Signal in Abha¨ngig-
keit des Magnetfeldes zu erkennen. Sie besitzen nur eine Wellenho¨he von
3,5 · 10−2 e2/h und weisen einige Unregelma¨ßigkeiten auf. Durch Abza¨hlen
der Maxima und Minima in Querschnitten durch die Darstellung an den
Stellen ihre deutlichsten Auspra¨gung kann fu¨r sie aber trotzdem eine un-
gefa¨hre Periode bestimmt werden. Mit einer Schwankungsbreite von±2mT
liegt diese u¨ber den gesamten betrachteten Bereich der Gatespannung bei
∼ 20mT. In Abbildung 4.4 (d) werden die entsprechenden Schnitte ge-
zeigt, die parallel zur B-Achse durch die Darstellung aus Abbildung 4.4 (c)
verlaufen. In der Reihenfolge von unten nach oben liegen sie bei den Gate-
spannungen VG2 = −299mV (schwarz), −296mV (rot), −281mV (gru¨n),
−278,5mV (blau), −267mV (tu¨rkis) und −263mV (purpur). Die Kurven
entsprechen dabei jeweils den mit denselben Farben markierten Stellen
in den Abbildungen 4.4 (b) und 4.4 (c) und sind zur besseren U¨bersicht
vertikal gegeneinander verschoben. In Abbildung 4.4 (c) ist zu erkennen,
dass die kleinen Oszillationen im Zentrum des unteren und des mittleren
Coulomb-Peaks jeweils einem Phasensprung von pi unterliegen, sowie dass
sich die Extrema im Bereich zwischen den Peaks kontinuierlich verschie-
ben. Diese Verschiebung entspricht einer Phasena¨nderung um anna¨hernd
2pi vom unteren Peak zu dem in der Mitte. Vom mittleren zum oberen Peak
a¨ndert sich die Phase der Oszillationen allerdings nur um pi, aber dieser
Bereich unterscheidet sich auch qualitativ vom vorhergehenden Tal, da hier
der Kondo-Effekt nicht auftritt. In Abbildung 4.4 (d) kann dieses Verhalten
gut nachvollzogen werden, wenn man die verschiedenen Kurven an der Po-
sition, die durch die gestrichelte Linie markiert ist, miteinander vergleicht.
An dieser Stelle besitzt die schwarze Kurve ein Maximum, wa¨hrend die
rote Linie, die von der anderen Seite des unteren Peaks stammt, ein Mi-
nimum aufweist. Bis zur gru¨nen Linie verschieben sich die Extrema fast
um eine Periodenla¨nge, sodass an der betrachteten Position fast genau
wieder ein Minimum liegt, wa¨hrend die blaue Linie ist relativ dazu durch
den Phasensprung um pi am mittleren Peak um eine halbe Wellenla¨nge
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Abbildung 4.4: (a) Ausschnitt aus dem Additionsspektrum. (b) Schnitt bei
B = 75mT. (c) Der Bereich aus (a) nach Abzug eines Untergrundes. (d)
Schnitte an den in (b) und (c) markierten Stellen.
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versetzt ist. Dann verschieben sich die Extrema wieder allma¨hlich bis zur
tu¨rkis gefa¨rbten Kurve an der Flanke des na¨chsten Peaks, diesmal aber
auch nur eine halbe Wellenla¨nge. Der letzte Peak, der die Grenze des deut-
lichen Coulomb-Blockade-Regimes bildet, zeigt weniger einen ausgepra¨gten
Phasensprung in seiner Mitte, als eine kleine Unregelma¨ßigkeit, sodass das
der letzte Schnitt an seiner oberen Seite keine deutliche Verschiebung der
Extrema gegenu¨ber den Oszillationen an der unteren Flanke zeigt.
Das Auftreten dieser Oszillationen u¨ber dem Magnetfeld, die nicht die
zuvor bestimmte Aharonov-Bohm-Periode von 58mT, sondern den deut-
lich reduzierten Wert aufweisen, wurden fu¨r die vorliegende Probe auch
schon von Keyser et al. [90] beschrieben und dort gema¨ß einer theoreti-
schen Rechnung von Niemela¨ et al. [96] gedeutet. Das verwendete Modell
sagt fu¨r eine geringe Anzahl N wechselwirkender Elektronen auf einem
Ring voraus, dass Oszillationen mit der 1/N -fachen Periode des normalen
Aharonov-Bohm-Effektes zu erwarten seien. Der von Keyser et al. beob-
achtete Wert von ∼ 13mT passt dabei als etwa ein Fu¨nftel der normalen
Aharonov-Bohm-Periode recht gut zu der vermuteten Anzahl von N = 5
Elektronen auf dem Ring an der entsprechenden Stelle des Additionsspek-
trums. Allerdings konnten die reduzierten Oszillationen nur in diesem einen
Coulomb-Blockade-Tal fu¨r eben dieses eine N beobachtet werden, sodass
nicht u¨berpru¨ft werden konnte, ob sich die reduzierte Periode wie erwartet
mit dem Wert von N a¨ndert. In den in dieser Arbeit vorgestellten Messun-
gen ist es aber mo¨glich, den reduzierten Aharonov-Bohm-Effekt u¨ber zwei
aufeinander folgende Coulomb-Blockade-Ta¨ler hinweg zu verfolgen. Dabei
wird festgestellt, dass die hier beobachtete Periode von etwa einem Drit-
tel des normalen ∆B in beiden Bereichen denselben Wert besitzt, also fu¨r
zwei um 1 verschiedene Werte von N konstant bleibt. Nach dem Modell
wa¨re hier, wenn im unteren der beiden Blockade-Bereiche N = 3 gelten
sollte, fu¨r das na¨chste Tal eine N = 4 entsprechende Periode von 15mT
zu erwarten. Allerdings geht die Theorie von idealisierten Annahmen u¨ber
die Form des Grundzustandes im Ring aus, die fu¨r eine ho¨here Anzahl von
Elektronen immer komplizierter wird. Die Abweichung zum experimentel-
len Ergebnis ko¨nnte also leicht im realen Verlauf der Energie-Niveaus im
Ring begru¨ndet sein.
Die A¨nderung der Phase der kleinen Oszillationen mit der Gatespan-
nung verha¨lt sich analog zu der Messungen des normalen Aharonov-Bohm-
Effekts an Systemen aus einem in ein Quanteninterferometer eingebetteten
Quantenpunkt. So beschreiben Schuster et al. [50] fu¨r ein solches System
eine Verschiebung der Phase um pi an Coulomb-Peaks sowie einen Phasen-
sprung um pi im dazwischenliegenden Blockade-Bereich ohne Kondo-Effekt.
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Ji et al. [52] zeigen fu¨r ein a¨hnliches System, bei dem aber ein Kondo-Effekt
auftritt, eine Phasenverschiebung von fast 2pi u¨ber eine Kondo-Resonanz
hinweg.
4.4 Additionsspektrum
Abbildung 4.5 zeigt das Additionsspektrum des Rings bei VG1 = −40mV
fu¨r −380mV ≤ VG2 ≤ −130mV und 0T ≤ B ≤ 3,7T. Dabei wurde die
vorhandene Thermospannung durch eine Vorspannung u¨ber den Zuleitun-
gen von VSD = 0,4mV kompensiert, sodass Coulomb-Peaks scharf zu sehen
sind und nicht aufspalten. Fu¨r Werte von VG2, die unterhalb des gezeigten
Bereichs liegen, ist der Ring komplett geschlossen, sodass kein Transport
beobachtet werden kann. Insgesamt a¨hnelt das Spektrum sehr dem eines
scheibenfo¨rmigen Quantenpunktes [97, 98], vermutlich weil sowohl hier als
auch dort der Transport im Regime starker Tunnel-Kopplung an die Zulei-
tungen bei hohen Magnetfeldern durch das am a¨ußeren Rand verlaufende,
niedrigste Landau-Level erfolgt.
Die erste Coulomb-Blockade-Linie liegt bei VG2 ∼ −360mV. Daru¨ber
folgt bis −290mV ein Regime deutlicher Coulomb-Blockade, mit zum Teil
erkennbarer Kondo-Leitfa¨higkeit zwischen den Peaks, entsprechend der in
Abschnitt 4.3 beschriebenen Situation. Danach beginnt ein vor allem fu¨r
kleinere Magnetfelder chaotischer Bereich. Ab −110mV sind aber auf ei-
nem mit demMagnetfeld bisB ∼ 1,5T zunehmenden und dann weitgehend
konstant ∼ 1,75 e2/h betragenden Hintergrund wieder Coulomb-Blockade-
Linien zu sehen. Diese ru¨cken mit positiver werdender Gatespannung im-
mer na¨her zusammen, da die Ausdehnung des effektiv leitfa¨hige Bereich
des Rings mit VG2 zunimmt. Des Weiteren verlaufen in der Darstellung von
links unten nach rechts oben deutlich sichtbar die Linien, die die Umvertei-
lung von Elektronen aus ho¨heren in das unterste Landau-Level markieren.
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Abbildung 4.5: Das Additionsspektrum des Rings in Abha¨ngigkeit des Ma-
gnetfeldes, gemessen u¨ber einen großen Bereich.
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4.5 Die Strukturen P03-S5 und P03-S2
Ein Chip, der im Rahmen dieser Arbeit hergestellt wurden, ist die Probe
P03. Er besteht aus Material der GaAs/AlGaAs-Heterostruktur C021212A,
deren Aufbau in Abschnitt 3.2 gezeigt ist. Es wurden auch hier durch op-
tische Lithografie, mehrere mit Kontakten versehene Mesas auf der Ober-
fla¨che erzeugt, die hier aber die in Abschnitt 3.3 vorgestellte Stern-Form
besitzen. Auf zwei dieser Sterne wurde dann mit lokaler anodischer Oxida-
tion jeweils ein Quantenring geschrieben. Diese beiden Strukturen, P03-S5
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Abbildung 4.6: AFM-Aufnahmen (a) des kleineren Rings P03-S5 und (c)
des gro¨ßeren Rings P03-S2. Auf (b) und (d) ist jeweils das Schema der
Beschaltung in den Messungen dargestellt.
61
Kapitel 4 Messungen an einfachen Quantenringen
und P03-S2, sind auf den Abbildung 4.6 (a) beziehungsweise 4.6 (c) zu se-
hen. Sie besitzen beide eine a¨hnliche Geometrie wie der in Abschnitt 4.1
gezeigte Ring 7100012-HB9, allerdings besitzen sie jeweils vier Gates statt
nur zwei. Die Verbindungen zu den Zuleitungen
”
Source“ und
”
Drain“ (S
und D) sowie die Gates G1 und G2 sind bei beiden Strukturen wieder
asymmetrisch angeordnet, sodass nur G1 direkt an beide Engstellen her-
anreicht, dabei aber eine ku¨rzere Grenze mit dem Ring hat als G2. Die hier
jeweils noch zusa¨tzlich vorhandenen weiteren Gates G3 und G4 liegen an
beiden Seiten von G2 und sind speziell fu¨r die Kontrolle der Kopplung an
die Zuleitungen bestimmt.
Die Breite der Oxidlinien beider Ringe auf P03 betra¨gt jeweils etwa
130 nm. P03-S5 hat einen a¨ußeren Durchmesser von 400 nm und besitzt
in der Mitte einen Oxidpunkt mit einer Breite von 150 nm. Die an Source
und Drain koppelnden Engstellen sind jeweils 120 nm breit. P03-S2 besitzt
dagegen einen a¨ußeren Durchmesser von 900 nm. Die innere Grenze des
Rings wird wegen der gro¨ßeren Abmessungen nicht von einem Oxidpunkt,
sondern von einem an seinem a¨ußeren Rand 600 nm durchmessenden Kreis
gebildet. Die Engstelle, die die Verbindung des Quantenrings zur Zuleitung
Source herstellt, ist 100 nm breit, wa¨hrend die auf der anderen Seite eine
Breite von 130 nm besitzt.
An der Probe P03 wurden Messungen in den in Abschnitt 3.5 beschrie-
benen Kryostaten des Typs KelvinoxTLM bei einer Temperatur von 40mK
durchgefu¨hrt. Es wurde dafu¨r wieder der in Abschnitt 3.6 gezeigte Messauf-
bau verwendet, der mit dem jeweils untersuchten Ring gema¨ß dem entspre-
chenden Schema in Abbildung 4.6 (b) beziehungsweise 4.6 (d) verbunden
war. Die Spannungen VG3 und VG4 wurden dabei ha¨ufig auf einen gemein-
samen Wert gesetzt.
4.6 Modulierte Aharonov-Bohm-Amplitude
Bei beiden Ringen auf der Probe P03 lag eine relativ hohe Leitfa¨hig-
keit von einigen e2/h vor, wenn keine Spannungen an den Gates ange-
legt wurden. Durch Verwendung von negativen Gatespannungen konn-
te aber in beiden Fa¨llen ein Aharonov-Bohm-Regime beobachtet werden.
Abbildung 4.7 (a) zeigt die Leitfa¨higkeit des Rings P03-S5 fu¨r eine Gate-
Konfiguration mit VG1 = −170mV, VG2 = −0mV und VG3 = VG4 =
−100mV in Abha¨ngigkeit des Magnetfeldes 0mT ≤ B ≤ 500mT. Der da-
bei auftretende Aharonov-Bohm-Effekt hat eine Periode von ∆B = 7,4mT,
die gema¨ß Gleichung 2.30 einem Bahnradius von 422 nm entspricht, der
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Abbildung 4.7: (a) Magnetotransport durch den Ring P03-S2 bei VG1 =
−170mV, VG2 = 0mV und VG3 = VG4 = −100mV. (b) Die Kurve
aus (a) nach Abzug des Untergrundes im Bereich vor den Shubnikov-de-
Haas-Oszillationen.
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sehr gut zur geschriebenen Geometrie passt. Ab einemMagnetfeld von etwa
320mT kann der Effekt nicht mehr deutlich ausgemacht werden. Stattdes-
sen setzten in diesem Bereich die Shubnikov-de-Haas-Oszillationen [79, 99]
des 2DEG in den Zuleitungen ein. Bei Betrachtung der Kurve fa¨llt auf,
dass der Hintergrund der Leitfa¨higkeit leichte Wellen aufweist und dass
die Amplitude der Aharonov-Bohm-Oszillationen stark moduliert ist. In
Abbildung 4.7 (b) wird das gemessene Signal nach Abzug des durch Inter-
vallmittelung bestimmten Hintergrundes u¨ber den Bereich des Aharonov-
Bohm-Regimes noch einmal gezeigt. Es ist deutlich zu sehen, dass die Mo-
dulation der Oszillationsperiode zu einer A¨nderung der Wellenho¨he bis um
maximal fast das zehnfache zwischen 7,7·10−3 e2/h und 7,4·10−2 e2/h fu¨hrt.
Diese Modulation verla¨uft allerdings nicht periodisch, sondern der Abstand
zwischen den Minima der Amplitude wird mit zunehmendem Magnetfeld
kleiner. Sie liegen hier bei B = 150mT, 260mT und 310mT. Außerdem
nimmt die Ho¨he der Amplituden-Maxima nacheinander leicht ab.
Messungen an der Struktur P03-S5, dem kleineren Ring auf der Pro-
be, zeigen ebenfalls einen Aharonov-Bohm-Effekt mit modulierter Ampli-
tude. In Abbildung 4.8 ist die Differenz zwischen der Leitfa¨higkeit und
einem abgezogenen Hintergrund fu¨r VG1 = −335mV, VG2 = −354mV und
VG3 = VG4 = 50mV u¨ber demMagnetfeldbereich 0mT ≤ B ≤ 500mT dar-
gestellt. Ab B = 300mT setzten hier die Shubnikov-de-Haas-Oszillationen
ein, die zur Verdeutlichung noch einmal separat mit der schwarzen Kurve
gezeigt werden. Davor ist aber eine deutliche Aharonov-Bohm-Periode von
∆B = 82mT zu erkennen, die einem Bahnradius von 127 nm entspricht,
der exakt zu der Geometrie der Oxidlinien passt. Die Wellenho¨he der mo-
dulierten Oszillationen liegt hier im Bereich zwischen 2,9 · 10−2 e2/h und
9,8 · 10−2 e2/h. Dabei besitzt die Modulation nur ein Maximum, welches
bei 310mT liegt.
Etwas a¨hnliches la¨sst sich auch an dem in Abschnitt 4.1 vorgestellten
Ring 71000-HB9 vergleichbarer Gro¨ße beobachten, wie in Abbildung 4.8 (b)
zu sehen ist. Dort ist die Leitfa¨higkeit bei VG1 = 0mV und VG2 = 96mV
fu¨r 0mT ≤ B ≤ 600mT dargestellt. Dabei ist auch eine Amplituden-
modulation mit einem einzelnen Maximum, das hier bei 300mT liegt, zu
sehen bevor die Shubnikov-de-Haas-Oszillationen dominant werden. Die
Wellenho¨he variiert dabei zwischen 2,1 · 10−2 e2/h und 28,5 · 10−2 e2/h.
Bei den verschiedenen Strukturen ist jeweils eine Abha¨ngigkeit der Mo-
dulation des Aharonov-Bohm-Effektes von den angelegten Gatespannun-
gen zu beobachten. In Abbildung 4.9 (a) sind Messungen an Ring P03-S2
fu¨r VG1 = −130mV, VG3 = VG4 = −104mV und drei verschiedene Werte
von VG2 gezeigt. Es ist dort zu gut erkennen, dass sich die Form der Modu-
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Abbildung 4.8: (a) Aharonov-Bohm-Effekt in Ring P03-S5 bei VG1 =
−335mV, VG2 = −354mV und VG3 = VG4 = 50mV. Der Anteil
der Shubnikov-de-Haas-Oszillationen im Signal ist einzeln als schwar-
ze Kurve gezeigt. (b) Aharonov-Bohm-Effekt in Ring 7100012-HB9 bei
VG1 = 0mV und VG2 = 96mV.
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lation bei Variation der Gatespannung deutlich a¨ndert. So tritt beispiels-
weise ein Maximum der Modulation bei B ∼ 120mT fu¨r VG2 = −120mV
auf, wa¨hrend an dieser Stelle fu¨r VG2 = −112mV eins schwaches und
VG2 = −112mV ein ausgepra¨gtes Minimum vorliegt.
In Abbildung 4.9 (b) ist der Aharonov-Bohm-Effekt in Ring 710012-HB9
bei VG2 = 208mV und drei Werten von VG1 zu sehen. Auch hier ist die
Modulation von der Gatespannung anha¨ngig. Beispielsweise ist die Ampli-
tude bei VG1 = 0mV fu¨r 350mT ≤ B ≤ 800mT relativ konstant, wa¨hrend
sie bei VG1 = −36mV und VG1 = 16mV ab B ∼ 600mT wieder deutlich
abfa¨llt.
Erkla¨rt werden ko¨nnte das Auftreten einer Amplitudenmodulation durch
das Vorhandensein von zwei besetzten Subba¨ndern in den Ringen, die leicht
unterschiedlichen Bahnradien entsprechen und somit auch eine leicht un-
terschiedliche Periodizita¨t des Aharonov-Bohm-Effekte aufweisen. In der
Summe ihrer Leitfa¨higkeiten ka¨me es dann zu einer Schwebung bei den
beobachteten Oszillationen u¨ber dem Magnetfeld. Allerdings passt diese
Erkla¨rung nicht auf die beobachteten Verha¨ltnisse. Denn zum Beispiel tritt
im Ring 71000-HB9 die Modulation bei etwa gleichem Wert fu¨r VG2 erst
bei weitaus kleineren VG1 deutlich ausgepra¨gt auf, wie ein Vergleich der
Messung von Abbildung 4.2 mit der auf 4.8 (b) zeigt, obwohl eine besser
sichtbare Ankopplung an ein zweites Subband eher fu¨r positivere Gate-
spannungen zu erwarten ist.
Ein andere Ansatz zur Deutung des Pha¨nomens liegt in der Annahme
von ausgepra¨gter Spin-Bahn-Kopplung [44, 100] in den Ringen. Abbil-
dung 4.10 (a) zeigt die Simulation der Leitfa¨higkeit eines Rings mit star-
ker Spin-Bahn-Wechselwirkung [101], die qualitativ gut zu dem hier noch
einmal in Abbildung 4.10 (b) dargestellten Verhalten der Aharonov-Bohm-
Amplitude im Ring P03-S2 passt. Die theoretisch berechnete Leitfa¨higkeit
ist dabei u¨ber dem magnetischen Fluss in Anzahl von Flussquanten durch
den Ring dargestellt und zeigt eine Modulation a¨hnlich der im Experi-
ment beobachteten. Auch die Absta¨nde zwischen den Minima der Ampli-
tude werden kleiner, so wie es in der Messungen beobachtet wurde. Der
Wert der maximalen Amplitude ist fu¨r diese idealisierte Betrachtung aber
natu¨rlich wesentlich ho¨her als in dem real untersuchten Ring. Mit roten
Linien sind Phasenspru¨nge um pi in der Oszillation markiert, die sich bei
der Berechnung an den Stellen minimaler Amplitude ergeben. An den Mi-
nima der Amplitude bei der Messung an Ring P03-S2 sind bei genauer
Betrachtung auch solcher Phasenspru¨nge erkennen, deren Position jeweils
mit einer schwarzen Linien markiert ist. Diese Phasenspru¨nge sind auch
ein weiteres Indiz dafu¨r, dass hier keine Schwebung durch die U¨berlage-
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Abbildung 4.9: (a) Modulation des Aharonov-Bohm-Effektes in (a) Ring
P03-S2 bei VG1 = −130mV, VG3 = VG4 = −104mV und VG2 = −120mV
(rot), −112mV (schwarz) −106mV (gru¨n) (b) Ring 7100012-HB9 bei
VG2 = 208mV und VG1 = −36mV (rot), 0mV (schwarz) 16mV (gru¨n).
Die Kurven sind zur besseren U¨bersicht gegeneinander verschoben.
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Abbildung 4.10: (a) Simulation der Leitfa¨higkeit eines Rings mit ausge-
pra¨gter Spin-Bahn-Kopplung u¨ber dem umschlossenen magnetischen
Fluss Φ in Einheiten des Flussquantums Φ0. Phasenspru¨nge sind mar-
kiert. Diese Kurve wurde von Tagliacozzo et al. [101] berechnet. (b) Die
Messung am Ring P03-S2 aus Abbildung 4.7, dargestellt u¨ber Φ mit
markierten Phasenspru¨ngen.
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rung der Aharonov-Bohm-Frequenzen zweier Subba¨nder vorliegt, da sie
dort nicht auftreten sollten. Es wa¨ren allerdings weitere Experimente, bei
denen die Sta¨rke der Spin-Bahn-Wechselwirkung in der Probe kontrolliert
werden kann, notwendig, um den Zusammenhang dieses Mechanismus mit
der Modulation der Aharonov-Bohm-Amplitude eindeutig zu besta¨tigen.
4.7 Zusammenfassung
In diesem Kapitel wurden Transportmessungen an einfachen Quantenrin-
gen betrachtet.
Der zuerst beschriebene Ring zeigte bei starker Kopplung an die Zu-
leitungen im senkrechten Magnetfeld Aharonov-Bohm-Oszillationen mit
passender Periodizita¨t. Es wurde auch die Abha¨ngigkeit der Phase des
Aharonov-Bohm-Effektes von einer angelegten Gatespannung beobachtet.
Dagegen trat bei Tunnelkopplung an die Zuleitungen und wenigen Elektro-
nen auf dem Ring eine auf ein Drittel reduzierte Aharonov-Bohm-Periode
auf. Dies konnte als Auswirkung von Elektron-Elektron-Wechselwirkung
erkla¨rt werden. Beim Durchfahren einer Gatespannung zeigten diese Oszil-
lationen einen Phasensprung von pi an den Coulomb-Peaks. Im dazwischen-
liegenden Bereich verschob sich ihre Phase von einem Peak zum na¨chsten
um pi, wenn dort kein Kondo-Effekt vorlag, und anna¨hernd 2pi, wenn es
Kondo-Leitfa¨higkeit gab. Dieses Verhalten war analog zu dem der normalen
Aharonov-Bohm-Oszillationen in Quantenringen mit einem eingebetteten
Quantenpunkt, wie ein Vergleich mit entsprechender Literatur ergab. Au-
ßerdem wurde das Transportspektrum des Rings u¨ber einen großen Bereich
einer Gatespannung und des externen Magnetfeldes aufgenommen. In ei-
nem ausgedehnten Gebiet oberhalb von VG2 ∼ −110mV und B ∼ 1,5T
fiel dort ein weitgehend konstanter Hintergrund in der Leitfa¨higkeit auf.
Danach wurden zwei weitere Quantenringe mit unterschiedlichen Radi-
en vorgestellt. Die Amplitude der normalen Aharonov-Bohm-Oszillationen
zeigte bei allen drei in diesem Kapitel betrachteten Strukturen eine deut-
liche Modulation. Der Vergleich mit einer theoretischen Berechnung legte
eine Deutung dieses Pha¨nomens als Auswirkung von Spin-Bahn-Wechsel-
wirkung nahe.
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Kapitel 5
Konzentrische Quantenringe
Dieses Kapitel bescha¨ftigt sich mit einer Struktur, die aus zwei getrennten,
konzentrischen Quantenringen besteht. Der a¨ußere dieser beiden ist mit
Zuleitungen verbunden, wa¨hrend der innere nur kapazitiv an den Rest der
Struktur gekoppelt ist. Gema¨ß einem Vergleich mit der Literatur ist dieser
konzentrische Doppelring der erste, der mittels AFM-Lithografie realisiert
wurde, und der erste, der fu¨r laterale Transportmessungen geeignet ist.
Betrachtet wird der elektronische Transport u¨ber die Zuleitungen des
a¨ußeren Rings in Abha¨ngigkeit eines externen Magnetfeldes. Dabei zeigt
die Leitfa¨higkeit nicht nur den Aharonov-Bohm-Effekt, der zu den Ab-
messungen des a¨ußeren Rings passt, sondern zusa¨tzlich auch eine weitere
Komponente, deren Periodizita¨t dem Durchmesser des inneren Rings ent-
spricht. Dies ist zu erkla¨ren, wenn angenommen wird, dass die Ladung auf
dem inneren Ring magnetfeldabha¨ngig verschoben wird und durch elektro-
statische Wechselwirkung die Leitfa¨higkeit des a¨ußeren Rings moduliert.
5.1 Die Struktur P04A-S1
Die Probe P04A wurde aus Material des Wafers C021287B gefertigt. Der
Aufbau dieser GaAs/AlGaAs-Heterostruktur ist in Abschnitt 3.2 darge-
stellt. Mittels optischer Lithografie wurden darauf mehrere Mesas der in
Abschnitt 3.3 gezeigten Stern-Form wie dort beschrieben hergestellt und
mit Kontakt-Pads aus Gold versehen. Auf einem dieser Mesa-Bereiche
wurde durch AFM-Lithografie mit der Methode der lokalen anodischen
Oxidation, wie in Abschnitt 3.4 erla¨utert, die eigentliche Quantenstruktur
P04A-S1 erzeugt. Dabei handelt es sich um eine Kombination aus zwei in
derselben Ebene liegenden, konzentrischen Quantenringen.
Ein AFM-Bild dieses Doppelrings wird in Abbildung 5.1 (a) gezeigt. Die
dort gut sichtbaren Oxidlinien haben jeweils eine Breite von etwa 100 nm
bis 150 nm. Die a¨ußere der beiden durch sie definierten ringfo¨rmigen Lei-
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Abbildung 5.1: (a) AFM-Bild der Struktur P04A-S1. (b) Schema der elek-
trischen Anschlu¨sse fu¨r die Messungen.
terbahnen, Ring I, ist u¨ber je eine 110 nm breite Engstelle mit den zwei
Zuleitungen
”
Source“ (S) und
”
Drain“ (D) verbunden. Dagegen ist der
innere Ring II komplett von einer durchgehenden Oxidbarriere umgeben
und so vollsta¨ndig vom Rest der Struktur isoliert. Weil die gekru¨mmten
Oxidlinien keine exakten Kreisbo¨gen darstellen, besitzen beide Ringe eine
leichte Ellipsita¨t. Der mittlere Durchmesser der a¨ußeren Begrenzung von
Ring I betra¨gt dabei 1100 nm und der seiner inneren 710 nm. Ring II hat
am a¨ußeren Rand einen Durchmesser von im Mittel 460 nm und besitzt
im Zentrum einen 150 nm breiten Oxidpunkt. Zwischen den Zuleitungen
befinden sich zwei Bereiche, die als Gates Verwendung finden. Sie werden
im Folgenden wie auf der Abbildung gekennzeichnet als
”
Gate 1“ (G1)
und
”
Gate 2“ (G2) bezeichnet. Mit ihrer Hilfe kann das elektrochemische
Potenzial der Ringe sowie die Kopplung an die Zuleitungen variiert wer-
den. Dabei ist die Asymmetrie der Gates zu beachten. G1 grenzt entlang
einer ku¨rzeren Linie an den Doppelring als Gate B, sodass G2 einen ent-
sprechend sta¨rkeren Einfluss auf die Struktur hat. Des Weiteren liegt G2
weiter entfernt von der Engstelle, die Ring I mit der Zuleitung Source ver-
bindet, als von der zwischen Ring I und Drain, wa¨hrend G1 bis an beide
Engstellen heranreicht. Dies wirkt sich entsprechend auf die Beeinflussung
der Kopplungssta¨rken durch die beiden Gates aus.
Abbildung 5.1 (b) zeigt schematisch, wie die Probe fu¨r die im Folgen-
den beschriebenen Messungen beschaltet wurde. Dabei kam wieder der in
Abschnitt 3.6 beschriebene Aufbau zum Einsatz. Außerdem war die Pro-
be im in Abschnitt 3.5 vorgestellten Kryostaten vom Typ KelvinoxTLM
montiert, sodass ihre Temperatur T auf 20mK gehalten und ein externes
Magnetfeld B senkrecht zur Ebene des Doppelrings erzeugt werden konnte.
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Abbildung 5.2: Die Leitfa¨higkeit G durch Ring I in Abha¨ngigkeit des a¨uße-
ren Magnetfeldes B bei VG1,G2 = 430mV.
5.2 Magnetotransport durch Ring I
Die in diesem Abschnitt vorgestellten Messungen am Doppelquantenring
P04A-S1 wurden im offenen Regime durchgefu¨hrt, das heißt bei einer
Leitfa¨higkeit der Engstellen in der Gro¨ßenordnung von 2e2/h. Da die Eng-
stellen ohne zusa¨tzlich angelegte Gatespannungen deutlich weiter geschlos-
sen sind, wurden an beide Gates positive Spannungen VG1 und VG2 ange-
legt. So wurden bei der in diesem Abschnitt vorgestellten Messreihe beide
Gatespannungen auf denselben Wert VG1,G2 gesetzt und von 370mV bis
440mV mit einer Schrittweite von 1mV variiert.
Fu¨r jede dieser Gate-Konfigurationen wurde dann das externe Magnet-
feld B von −500mT bis 500mT in Schritten von 1mT durchgefahren,
wa¨hrend die Leitfa¨higkeit G durch Ring I gemessen wurde. Es wurden
hier keine gro¨ßeren Werte fu¨r das Magnetfeld verwendet, da ab ungefa¨hr
|B| = 450mT die Shubnikov-de-Haas-Oszillationen des 2DEG die Form des
Signals dominieren und die Beobachtung von Struktur-spezifischen Kom-
ponenten in der Leitfa¨higkeit verhindern.
Die fu¨r VG1,G2 = 430mV gemessene Leitfa¨higkeit ist in Abbildung 5.2 in
Abha¨ngigkeit von B dargestellt. Es ist deutlich zu sehen, dass die Kurve
mit zunehmenden Magnetfeld von 0,9 e2/h bis 1,6 e2/h ansteigt. Außerdem
sind ein Tal bei Nullfeld sowie leichte Oszillationen u¨ber den dargestellten
73
Kapitel 5 Konzentrische Quantenringe
 
-400 -200 0 200 400
-0,15
-0,10
-0,05
0,00
0,05
0,10
0,15 (b)
 
 
VG1,G2=370 mV
VG1,G2=400 mV
VG1,G2=430 mV
∆B=89 mT
∆G
 
(e²
/h
)
B (mT)
(a)
d=243 nm
Abbildung 5.3: (a) Die Differenz ∆G zwischen der Leitfa¨higkeit G durch
Ring I und dem abgezogenen Hintergrund in Abha¨ngigkeit von B fu¨r die
drei angegebenen Werte von VG1,G2. Die rote und die blaue Kurve sind
zur besseren U¨bersicht um 0,8 e2/h nach oben bzw. unten verschoben.
Die Periode ∆B = 89mT der auftretenden Oszillationen ist angegeben
und der graue Kasten markiert den Bereich, der in Abbildung 5.4 ge-
zeigt wird. (b) Die Bahn mit dem Durchmesser d = 243 nm, der einer
Aharonov-Bohm-Periode von ∆B = 89mT entspricht.
Bereich zu erkennen. Dazu setzen ab einem Magnetfeldbetrag von etwa
350mT die schon erwa¨hnten Shubnikov-de-Haas-Oszillationen ein. Um die
zuvor genannten schwachen Oszillationen genauer betrachten zu ko¨nnen,
wurde fu¨r jede Kurve durch Intervallmittelung der Hintergrund berechnet,
der dann von den Rohdaten abgezogen wurde. Der u¨brig bleibende Signal-
anteil ∆G wird fu¨r drei verschiedene Werte von VG1,G2 in Abbildung 5.3 (a)
gezeigt.
Ein Vergleich zeigt, dass die deutlich sichtbaren Schwingungen u¨ber den
betrachteten Bereich weitgehend unabha¨ngig von der Gatespannung sind.
Sie haben dabei eine Wellenho¨he von 2,5 · 10−2 e2/h und u¨ber dem Ma-
gnetfeld eine Periode von ∆B = 89mT. Bei genauer Betrachtung fa¨llt auf,
dass noch eine weitere Art von Oszillationen mit viel geringerer Amplitude
und ku¨rzerer Periodizita¨t im Signal vorhanden sind. Diese kleinen Schwin-
gungen mit einer Wellenho¨he von maximal 3,5 · 10−3 e2/h sind leichter zu
erkennen, wenn niedrigere Frequenzen aus dem Signal entfernt werden.
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Abbildung 5.4: (a) Die Differenz ∆G zwischen der Leitfa¨higkeit G von
Ring I und dem Hintergrund, der auch die großen Oszillationen entha¨lt,
in Abha¨ngigkeit von B u¨ber dem Intervall, das in Abbildung 5.3 (a)
markiert ist. Die Kurve zeigt das Mittel der Messungen mit 370mV ≤
VG1,G2 ≤ 440mV. Die Periode ∆B = 8mT der auftretenden Oszillatio-
nen ist angegeben. (b) Die Bahn mit dem Durchmesser d = 810 nm, der
einer Aharonov-Bohm-Periode von ∆B = 8mT entspricht.
Daher wurde dem Signal erneut ein Hintergrund abgezogen, der diesmal
aber durch Mittelung u¨ber ein entsprechend ku¨rzer gewa¨hltes Intervall be-
stimmt wurde, sodass auch die gro¨ßeren Schwingungen verschwinden. Um
die kleinen Oszillationen dazu noch besser aus dem vorhandenen Rauschen
hervortreten zu lassen, wurden alle 71 Kurven der Messungen aus dem Be-
reich 370mV ≤ VG1,G2 ≤ 440mV gemittelt. Dies war mo¨glich, da auch
hier eine Unabha¨ngigkeit von der Gatespannung im betrachteten Intervall
vorliegt. Das Ergebnis ist in Abbildung 5.4 (a) zu sehen und zeigt deutlich
eine Oszillationsperiode von ∆B = 8mT.
Gema¨ß Gleichung 2.29 la¨sst sich aus der Periode von Aharonov-Bohm
Oszillationen die vom Weg der Elektronen umschlossene Fla¨che F berech-
nen. Fu¨r die kleinen Oszillationen ergibt sich damit F = 0,515µm2, was
der Fla¨che entspricht, die von einem kreisfo¨rmigen Pfad mit einem Durch-
messer von d = 810 nm begrenzt wird. In der Struktur liegt ein solcher Weg
im inneren Bereich des a¨ußeren Rings, wie in Abbildung 5.4 (b) schema-
tisch dargestellt ist. Daher ko¨nnen die kleinen Oszillationen dem normalen
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Aharonov-Bohm-Effekt aufgrund des Transports durch Ring I zugeschrie-
ben werden.
Die Beobachtung, dass die Amplitude dieser Oszillationen weniger als
0,5% des Gesamtsignals ausmacht ist durch die Annahme von Unregel-
ma¨ßigkeiten in der Form des Einschlusspotenzials zu erkla¨ren. Solche Sto¨-
rungen ko¨nnen die Sichtbarkeit von Aharonov-Bohm Oszillationen in Quan-
tenringen stark reduzieren oder sogar ganz unterdru¨cken. [102]
Betrachtet man die zuerst beschriebenen, sta¨rker ausgepra¨gten Oszilla-
tionen, so ergeben sich aus ihrer Periode ∆B = 89mT eine umschlossene
Fla¨che F = 0,046µm2 und damit ein Bahndurchmesser von d = 243 nm.
Eine solche Bahn kann in der vorliegenden Struktur nur innerhalb von
Ring II liegen, so wie es in Abbildung 5.3 (b) schematisch gezeigt wird. In-
sofern ist das Auftreten der entsprechenden Oszillationen sehr interessant,
da Ring II nicht von den am Transport beteiligten Elektronen durchquert
werden kann, sondern nur elektrostatisch an Ring I gekoppelt ist.
5.3 Kopplung zwischen Ring I und Ring II
Die theoretische Beschreibung von konzentrischen Quantenringen in der Li-
teratur bescha¨ftigt sich in den meisten Fa¨llen nicht mit Strukturen, die mit
der hier beschriebenen Probe vergleichbar sind. In den meisten Fa¨llen geht
es nur um Systeme, in denen Tunnelkopplung zwischen den einzelnen Rin-
gen vorliegt. [103, 104] Ein Modell[105], das getrennte konzentrische Rin-
ge beschreibt, legt zwar nahe, dass Coulomb-Drag den Aharonov-Bohm-
Effekt beeinflusst, zeigt aber nicht, wie die Oszillationsperiode des einen
Rings dem anderen aufgepra¨gt werden kann, so wie es in den vorliegenden
Messungen beobachtet wird. Allerdings stellen Bu¨ttiker et al. [106–108]
einen Ansatz vor, mit dessen Hilfe sich herleiten la¨sst, wie Ladung in ei-
ner asymmetrischen Ringstruktur durch den umschlossenen magnetischen
Fluss periodisch umverteilt wird. Weil in diesem Fall die elektrostatische
Wechselwirkung mit der na¨heren Umgebung entsprechend variiert, ist dann
auch die periodische Modulation der Leitfa¨higkeit einer benachbarte Struk-
tur vorstellbar.
Im Folgenden wird eine weitere Herangehensweise vorgestellt, die zur
Erkla¨rung einer a¨hnlichen Ladungsverschiebung in einem Quantenring von
einer Umbesetzung der elektronischen Energieniveaus durch den umschlos-
senen magnetischen Fluss ausgeht. Eine analoge Umbesetzung von Energie-
niveaus durch ein Magnetfeld in einem Quantenpunkt, die zu einer deut-
lichen Beeinflussung des Transports durch einen benachbarten Quanten-
76
5.3 Kopplung zwischen Ring I und Ring II
0 1 2 3
0
300
600
11
12
13
14
15
 
 (l-m
)2
m=Φ/Φ0
 
l=-21
l=16l=17
l=-20
l=18
l=-19
 
 
E 
(m
e
V)
 
Abbildung 5.5: Oberer Teil: Ausschnitt aus dem theoretischen Energie-
spektrum von Ring II u¨ber der magnetischen Quantenzahl m. Die blaue
Linie markiert den Verlauf an der Fermi-Kante. Die Drehimpulsquan-
tenzahlen l fu¨r die einzelnen Abschnitte sind angegeben. Unterer Teil:
Entwicklung des Terms (l −m)2 u¨ber demselben Bereich.
punktkontakt fu¨hrt, wird von Fricke et al. [109] beschrieben. Des Weiteren
wird die geringe Abweichung der realen Gestalt von Ring II von den ideali-
sierten Annahmen im Verlauf der Betrachtung als nicht wesentlich fu¨r die
abgeleiteten Aussagen angenommen.
Der obere Teil von Abbildung 5.5 zeigt das theoretische Energiespek-
trum eines ideal eindimensionalen Quantenrings mit dem Radius von Ring
II. Dort haben die einzelnen Niveaus, dargestellt u¨ber der magnetischen
Quantenzahl m = Φ/Φ0, die Form von verschobenen Parabeln gema¨ß Glei-
chung 2.39. Dabei ist Φ ist der vom Ring umschlossene magnetische Fluss
und Φ0 das magnetische Flussquantum. Mit anwachsendem Φ wechseln die
Elektronen an entsprechenden Kreuzungspunkten zwischen Zusta¨nden mit
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unterschiedlichen l. Nimmt man eine Fermi-Energie EF = 13,76meV an,
die derjenigen entspricht, welche sich nach Gleichung 2.6 aus der Ladungs-
tra¨gerdichte des freien 2DEG in der vorliegenden Probe ergibt, dann folgen
die Elektronen an der Fermi-Kante der Zick-Zack-Linie, die im oberen Teil
von Abbildung 5.5 markiert ist. Bei Nullfeld ist das ho¨chste besetzte Zu-
stand derjenige mit l = 19, wa¨hrend l fu¨r jede Zunahme des Fluss um Φ0/2
nacheinander die Werte 18, −20, 17, −21, 16 und so weiter durchla¨uft. Be-
trachtet man von dieser Reihe jeweils nur die Drehimpulsquantenzahl fu¨r
Segmente der Zick-Zack-Linie mit gleicher Steigung, so zeigt sich, dass sich
der Betrag |l| von einem ansteigenden Abschnitt zum na¨chsten um 1 erho¨ht
(19, . . . , 20, . . . , 21, . . .). Von einem abfallenden Abschnitt zum na¨chsten
verringert er sich dagegen um jeweils 1 (. . . , 18, . . . , 17, . . . , 16, . . .). Also
nimmt die Drehimpulsquantenzahl abwechselnd Werte aus diesen beiden
Reihen an, wobei ihr Betrag in der einen stetig ansteigt und in der anderen
kontinuierlich fa¨llt. Aus diesem Verhalten lassen sich Ru¨ckschlu¨sse auf die
radiale Verteilung der Elektronen im Ring ziehen, wenn man im weiteren
Verlauf die bisher rein eindimensionale Beschreibung des Rings durch eine
Betrachtung ersetzt, das die Zweidimensionalita¨t der Struktur beru¨cksich-
tigt. Ein entsprechendes Modell von Tan et al. [110] zeigt, dass die radiale
Ausdehnung der Wellenfunktion von dem Term (l−m)2 abha¨ngt. Fu¨r klei-
nem, wie bei dem im Experiment beobachteten Bereich mit bis zu maximal
fu¨nf Flussquanten innerhalb von Ring II, wird dieser Term von dem Wert
fu¨r l dominiert. Daher fu¨hrt das oben beschriebene abwechselnde Vorlie-
gen von ansteigenden und abfallenden Werten von |l| zu einer a¨hnlich hin-
und herspringenden Entwicklung fu¨r den ganzen Term (l−m)2, wie sie im
unteren Teil von Abbildung 5.5 dargestellt ist.
Fu¨r die exakte Berechnung der Ausdehnung der Wellenfunktion mit die-
sem Modell werden die Terme
λ =
√
h¯
(
(eB)2 +
8EF
∆r2
)− 1
4
und
M =
√
(l −m)2 + 2EFm
∗r40
h¯2∆r
(5.1)
definiert, wobei r0 der mittlere Radius des Rings, ∆r die Breite der Ring-
bahn, m∗ die effektive Masse eines Elektrons und h¯ das reduzierte Wir-
kungsquantum sind. Werden daru¨ber hinaus die Gamma-Funktion durch
Γ und die konfluente hypergeometrische Funktion durch 1F1 dargestellt,
dann gilt fu¨r die Aufenthaltswahrscheinlichkeit |ψ|2 eines Zustands ψ mit
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Abbildung 5.6: Die theoretisch berechneten Aufenthaltswahrscheinlichkei-
ten der Elektronen in einem Quantenring u¨ber dem Abstand r vom Mit-
telpunkt. Der umschlossene magnetische Fluss ist fu¨r jede Kurve in Ein-
heiten von Φ0 angegeben.
den Quantenzahlen n, l und m in Abha¨ngigkeit der radialen Koordinate r:
|ψ|2 = 1
λ2
Γ(n+M + 1)
2M+1n!(Γ(M + 1))2pi
e−
1
2
(r/λ)2
·
( r
λ
)2M (
1F1
(
−n,M + 1, 1
2
( r
λ
)2))2 (5.2)
In diesen Ausdruck ko¨nnen die Fermi-Energie EF in der Struktur, der Ra-
dius r0 und die Breite ∆r = 70 nm von Ring II sowie die effektive Masse
m∗ = 6,10·10−32 kg von Elektronen in GaAs [80] eingesetzt werden. Daraus
ergeben sich die in Abbildung 5.6 dargestellten radialen Aufenthaltswahr-
scheinlichkeiten der Energieniveaus, die an der Fermi-Kante nacheinander
durchlaufenen werden. Dafu¨r wird jede der Kurven mit n = 0 und den
Werten von B, l und m berechnet, die dem Beginn eines der Abschnitte
im unteren Teil von Abbildung 5.5 entsprechen. Es ist dabei deutlich die
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Abwechslung von engeren und weiter zum a¨ußeren Rand gelagerten Vertei-
lungen zu erkennen. Diese Umverteilungen fu¨hren dann wie beim der zuvor
beschriebenen Erkla¨rungsmo¨glichkeit zu einer Oszillation des elektrischen
Feldes in der Umgebung von Ring II mit der entsprechenden Periode von
Φ0 u¨ber dem umschlossenen magnetischen Fluss. Somit la¨sst sich u¨ber die
Coulomb-Wechselwirkung die Modulation des Transports im benachbarten
Ring I qualitativ erkla¨ren.
5.4 Zusammenfassung
In diesem Kapitel wurde ein konzentrischer Doppelquantenring vorgestellt.
Dieser war die erste derartige Struktur, die mittels AFM-Lithografie reali-
siert wurde und fu¨r laterale Transportmessungen geeignet war.
Bei Variation des Magnetfeldes traten zwei Arten von u¨berlagerten Os-
zillationen in der Leitfa¨higkeit des a¨ußeren Rings auf. Die schwa¨cher aus-
gepra¨gten dieser Oszillationen passten dabei zum erwarteten Aharonov-
Bohm-Effekt des a¨ußeren Rings. Dagegen entsprach die Periode der sta¨rker
ausgepra¨gten Oszillationen einer Bahn im inneren Ring, obwohl beide Rin-
ge voneinander isoliert waren. Daher wurde eine Beeinflussung der gemes-
senen Leitfa¨higkeit durch elektrostatische Wechselwirkung zwischen den
beiden Ringen angenommen. Mit Hilfe eines theoretischen Modells wurde
dann die Ausdehnung der elektronischen Wellenfunktion im inneren Ring
berechnet. Daraus ergab sich, dass die Ladungsverteilung dort in radialer
Richtung mit der Aharonov-Bohm-Periode oszilliert, wenn das Magnetfeld
variiert wird. Entsprechend wurde diese periodische Ladungsverschiebung
als Ursache fu¨r die Modulation des Leitfa¨higkeit des a¨ußeren Rings ange-
sehen.
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Dieses Kapitel beschreibt die Untersuchung eines weiteren Quantenrings,
der im Rahmen dieser Arbeit hergestellt wurde. Der leitfa¨higer Bereich die-
ser Struktur kann aufgrund der speziellen Form seines Einschlusspotenzials
in drei Quantenpunkte aufgeteilt werden.
An dieser Probe wurde der elektronische Transport durch die Zuleitun-
gen des Rings in Abha¨ngigkeit der an den vorhandenen Gates angeleg-
ten Spannungen gemessen. Bei hohen positiven Spannungen verha¨lt sich
die Struktur wie ein gewo¨hnlicher Quantenring und zeigt im Magnetfeld
entsprechende Aharonov-Bohm-Oszillationen. Diese verschwinden aber bei
niedrigeren Spannungen. Dafu¨r kann dann die U¨berlagerung der Coulomb-
Blockade-Linien von drei verschiedenen Quantenpunkten beobachtet wer-
den. Dies ist dadurch zu erkla¨ren, dass sich an Engstellen innerhalb des
Rings Barrieren ausbilden, sodass drei voneinander getrennte Inseln ent-
stehen.
6.1 Die Struktur P04B-S2
Die Probe P04B wurde auf Material der GaAs/AlGaAs-Heterostruktur
C021287B gefertigt, deren Aufbau in Abschnitt 3.2 beschrieben ist. Auch
hier wurden mit optischer Lithografie mehrere Mesas der in Abschnitt 3.3
gezeigten Stern-Form hergestellt und mit Kontakt-Pads aus Gold versehen.
Durch lokale anodischen Oxidation mit dem AFM, wie in Abschnitt 3.4 be-
schrieben, wurde auf einem dieser Mesa-Bereiche die eigentliche Quanten-
struktur P04B-S2 erzeugt. Dabei handelt es sich im wesentlichen um einen
einfachen Ring a¨hnlich wie bei den in Kapitel 4 gezeigten Proben, der u¨ber
asymmetrisch angeordnete Engstellen mit zwei Zuleitungen verbunden ist.
Auch sind zwei Gates vorhanden, u¨ber die die Kopplung an die Zuleitun-
gen sowie die Energie der Elektronen auf dem Ring geregelt werden kann.
Der Entwurf hier beinhaltet aber zusa¨tzlich einen Quantenpunktkontakt
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Abbildung 6.1: (a) AFM-Bild der Struktur P04B-S2. (b) Schema der elek-
trischen Anschlu¨sse fu¨r die Messungen. Fu¨r den QPC sind die beiden
alternativen Beschaltungen in unterschiedlichen Farben dargestellt.
(QPC), der als Ladungsdetektor vorgesehen ist. Außerdem ist der Oxid-
punkt in der Mitte des Rings deutlich asymmetrisch positioniert, sodass
der obere Arm eine gro¨ßere leitfa¨hige Insel ausbildet, wa¨hrend der untere
Arm durch eine Engstelle in zwei Segmente unterteilt wird. Schon diese An-
ordnung legt nahe, dass der Ring in diese drei Bereiche aufgeteilt werden
kann.
Ein AFM-Bild der Struktur wird in Abbildung 6.1 (a) gezeigt. Die Oxid-
linien haben jeweils eine Breite von etwa 60 nm bis 120 nm. Der mittle-
re Durchmesser der a¨ußeren Begrenzung des geschriebenen Rings betra¨gt
360 nm, wa¨hrend er im Inneren einen 150 nm breiten Oxidpunkt besitzt.
Außerdem ist er u¨ber je eine 100 nm breite Engstelle mit den beiden Zu-
leitungen
”
Source“ (S) und
”
Drain“ (D) verbunden. Neben dem in der
Darstellung oberen Arm befindet sich ein 100 nm breiter Quantenpunkt-
kontakt mit seinen eigenen Zuleitungen SQPC und DQPC. Dieser QPC kann,
wie in Abschnitt 2.3 beschrieben, als Detektor fu¨r Ladungsa¨nderungen im
Ring benutzt werden. Zwei Bereiche, die vom Rest der Struktur isoliert
sind, werden als Gates verwendet. Sie werden im Folgenden wie auf der
Abbildung gekennzeichnet als
”
Gate 1“ (G1) und
”
Gate 2“ (G2) bezeich-
net. Mit ihrer Hilfe ko¨nnen das elektrochemische Potenzial der Ringe, die
Breite des QPC und die Kopplung an die Zuleitungen variiert werden. Da-
bei ist wieder die Asymmetrie der Gates zu beachten. So liegt G2 weiter
entfernt von der Engstelle, die den Ring mit der Zuleitung S verbindet, als
von der zwischen Ring und D, wa¨hrend sich G1 entfernt vom Ring auf der
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anderen Seite des QPC befindet. Da die Gates an na¨her gelegene Berei-
che sta¨rker ankoppeln, wirkt sich dies entsprechend auf die Beeinflussung
der genannten Parameter aus. Um aber auch von der in der Darstellung
oberen Seite aus einen mo¨glichst starken Einfluss auf den Ring nehmen zu
ko¨nnen, wurde in den meisten Messungen auf die Verwendung des QPC
als Ladungsdetektor verzichtet und das ganze Gebiet seiner Zuleitungen
mit Gate 1 zu einer großen Gatefla¨che
”
QPC+G1“ zusammengeschaltet.
Abbildung 5.1 (b) zeigt schematisch die beiden verwendeten Beschaltun-
gen, fu¨r die wieder der in Abschnitt 3.6 beschriebene Aufbau zum Einsatz
kam. Außerdem befand sich die Probe wa¨hrend der Messungen in dem in
Abschnitt 3.5 vorgestellten Mischungskryostaten vom Typ KelvinoxTLM.
Dort wurde ihre Temperatur auf T = 20mK gehalten und es konnte ein
externes Magnetfeld B senkrecht zur Ebene des Rings erzeugt werden.
6.2 Magnetotransport
Die in diesem Abschnitt dargestellten Messungen am Quantenring P04B-
S2 wurden unter Verwendung der zuvor beschriebenen Kombination aus
G1 und QPC als Gate QPC+G1 durchgefu¨hrt.
Um die Ringnatur der Probe zu besta¨tigen wurde zuerst der Magne-
totransport durch die Zuleitungen untersucht, wobei das Auftreten von
Aharonov-Bohm-Oszillationen erwartet wurde. Die Ergebnisse der Mes-
sungen der differentiellen Leitfa¨higkeit G in Abha¨ngigkeit der externen
Magnetfeldes B sind in Abbildung 6.2 fu¨r zwei Einstellungen der Gate-
spannungen VG2 und VQPC+G1 dargestellt. Um Schwingungen in G deutli-
cher herauszustellen wird dort die Differenz ∆G zwischen den gemessenen
Rohdaten und dem Hintergrund gezeigt, der sich durch Gla¨ttung des Ge-
samtsignals per Intervallmittelung ergibt. Aharonov-Bohm-Oszillationen
sind dann bei hohen positiven Gatespannungen deutlich auszumachen, wie
die rote Linie fu¨r VQPC+G1 = 140mV, VG2 = 145mV zeigt. Ihre Wel-
lenho¨he von 0,02 e2/h entspricht 1,5% des abgezogenen Hintergrundes, der
in etwa 1,3 e2/h betra¨gt. Ihre Periode von ∆B = 51mT bedeutet fu¨r den
elektronischen Weg durch den Ring gema¨ß Gleichung 2.30 einen Durch-
messer von 321 nm, der gut zu der geschriebenen Geometrie passt. Das
Anlegen von geringeren Gatespannungen fu¨hrt aber letztendlich zu einem
Verschwinden des Aharonov-Bohm-Effektes, wie an der schwarzen Linie
fu¨r VQPC+G1 = 30mV, VG2 = 100mV zu erkennen ist. Diese Beobachtung
zeigt also, dass weniger positive Gatespannungen zu einem Regime fu¨hren,
in dem der koha¨rente Transport durch den Ring unterbrochen wird. Sie ist
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Abbildung 6.2: Die Differenz ∆G zwischen der Leitfa¨higkeit des Rings und
dem abgezogenen Hintergrund fu¨r VQPC+G1 = 140mV, VG2 = 145mV
(rote Kurve) und VQPC+G1 = 30mV, VG2 = 100mV (schwarze Kurve).
daher konsistent mit der Annahme, dass der Ring in getrennte Segmente
geteilt werden kann.
6.3 Transportspektrum
In Abbildung 6.3 (a) wird das Transportspektrum gezeigt, das sich bei
B = 0T ergibt. Dabei ist die differentielle Leitfa¨higkeit G in Abha¨ngigkeit
der Gatespannungen u¨ber die Bereiche −100mV ≤ VQPC+G1 ≤ 125mV
und −100mV ≤ VG2 ≤ 170mV aufgetragen. Der Bereich im unteren,
linken Teil der Darstellung zeigt ein Regime, in welchem die negativen
Gatespannungen die Verbindungen zwischen dem Ring und den Zuleitun-
gen effektiv schließen, sodass die Leitfa¨higkeit verschwindet. Dagegen ist
die ho¨chste Transmission durch die Struktur in der oberen, rechten Ecke
zu erkennen, wo die Gatespannungen die gro¨ßten positiven Werte besit-
zen. Zwischen diesen beiden Bereichen sind die Engstellen zwischen dem
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Abbildung 6.3: (a) Die Leitfa¨higkeit G des Rings in Abha¨ngigkeit der Ga-
tespannungen. (b) Verlauf der Linien in (a). Die gestrichelten Ka¨sten
markieren die Bereiche, die in Abbildung 6.3 gezeigt werden.
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Abbildung 6.4: Die differentielle Leitfa¨higkeit G der Struktur bei VG2 =
−25mV bei Variation von VQPC+G1 und einer u¨ber den Zuleitungen an-
gelegten Gleichspannung VSD. Es sind trotz einiger Unregelma¨ßigkeiten
deutlich die Coulomb-Rauten von Quantenpunkt II zu erkennen, die hier
gru¨n nachgezeichnet sind.
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Ring und den Zuleitungen so abgestimmt, dass sie du¨nne Tunnelbarrieren
ausbilden. In diesem Regime sind Coulomb-Blockade-Linien zu erkennen,
die in Abbildung 6.3 (b) noch einmal schematisch u¨ber dem betrachteten
Bereich dargestellt sind. Es ist dabei deutlich zu sehen, dass sich diese
Linien anhand ihrer Steigungen in drei Gruppen einteilen lassen, was auf
das Vorhandensein von drei verschiedenen Quantenpunkten in der Struk-
tur hinweist. Außerdem ergeben zusa¨tzliche Messungen in Abha¨ngigkeit
einer Source-Drain-Spannung bei jedem Satz von Linien Coulomb-Rauten
und besta¨tigen damit, dass es sich um Blockade-Linien handelt. Zur Un-
terscheidung werden die Quantenpunkte (QDs) hier mit
”
I“,
”
II“ und
”
III“
bezeichnet. Eine Rauten-Messung u¨ber einen Teil der Linien von Quanten-
punkt II wird in Abbildung 6.4 gezeigt.
Im Transportspektrum u¨berlagern sich die Coulomb-Blockade-Linien der
Quantenpunkte I und II mit schwacher gegenseitiger Beeinflussung. Dage-
gen treten an den Schnittpunkten der Linien von QD I und QD III im
unteren rechten Viertel des Plots um die entsprechenden Tripelpunkte her-
um deutlichere Anticrossings auf. Dies legt gema¨ß Abschnitt 2.2 nahe, dass
QD I sta¨rker an QD III koppelt als an QD II. Des Weiteren deutet in beiden
Fa¨llen die abgerundete Form der Linien darauf hin, dass Tunnelkopplung
zwischen den Quantenpunkten vorliegt. Da es keinen Bereich gibt, in dem
sich die Linien von QD II mit denen von QD III schneiden, ohne das die
Linien von QD I ebenfalls u¨berlagert sind, kann die Kopplung dieser beiden
Quantenpunkte hier leider nicht separat betrachtet werden.
Die Bereiche, in denen deutliche Anticrossings auftreten, sind in Abbil-
dung 6.3 unter Angabe der miteinander wechselwirkenden Quantenpunkte
markiert und werden in ho¨herer Auflo¨sung noch einmal in Abbildung 6.5
gezeigt. Dabei ist in Abbildung 6.5 (a) nach Abzug eines Hintergrundes von
der Leitfa¨higkeit die Wechselwirkung zwischen den Quantenpunkten I und
II zu sehen, die fu¨r gro¨ßere VQPC+G1 und kleinere VG2 erkennbar sta¨rker
hervortritt. Dies passt zu der Annahme, dass solche Gatespannungen diese
beiden Quantenpunkte na¨her zusammenru¨cken lassen, da sie QD I im Ring
weiter nach oben verschieben, wa¨hrend sich QD II aufgrund seiner Lage
nicht weiter zuru¨ckziehen kann. In Abbildung 6.5 (b) sind die Anticrossings
zwischen den Linien der Quantenpunkte I und III zu erkennen.
Abbildung 6.5 (c) zeigt schließlich den Bereich, in dem sich alle drei Sor-
ten von Linien u¨berlagern, wobei wieder ein Hintergrund abgezogen wurde.
Dort treten kompliziertere Muster auf, die dem Vorliegen von Quadrupel-
Punkten zuzuschreiben sind. An dieser Stelle liegt also Tunnel-Kopplung
zwischen allen drei Quantenpunkten vor, sodass das System in diesem Re-
gime einen echten Dreifachquantenpunkt darstellt.
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Abbildung 6.5: (a) Ein Bereich des Transportspektrums, in dem sich die
Linien von QD I und II schneiden. Ein Anticrossing ist hervorgehoben.
Es wird die Differenz ∆G der Leitfa¨higkeit zu einem abgezogenen Hin-
tergrund gezeigt. (b) Bereich, in dem sich die Linien von QD I und III
schneiden. Ein Anticrossing ist hervorgehoben. (c) Bereich, in dem sich
die Linien aller drei Quantenpunkte schneiden. Auch hier wurde ein Hin-
tergrund abgezogen. Je eine Linie pro QD ist nachgezeichnet. Der Verlauf
eines Kreuzungsmusters ist hervorgehoben.
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6.4 Charakterisierung der Quantenpunkte
Um die drei Quantenpunkte, die sich in der Ringstruktur ausbilden, zu
charakterisieren, kann man, wie in Abschnitt 2.2 beschrieben, aus den
Coulomb-Blockade-Linien im Transportspektrum die Kapazita¨ten der ein-
zelnen Quantenpunkte relativ zu den beiden Gates QPC+G1 und G2 be-
stimmen.
Fu¨r QD I haben diese Kapazita¨ten dann die Werte CQPC+G1,I = 6,7 aF
und CG2,I = 12,5 aF, fu¨r QD II sind es CQPC+G1,II = 20,9 aF und CG2,II =
3,7 aF, und fu¨r QD III CQPC+G1,III = 2,3 aF und CG2,III = 11,9 aF. Da
diese Kapazita¨ten auch ein Maß fu¨r die Sta¨rke der Kopplung zwischen den
Quantenpunkten und den Gates sind, kann aus den berechneten Werten
geschlossen werden, dass die Quantenpunkte I und III dichter an G2 liegen
als an QPC+G1, wa¨hrend es bei Quantenpunkt II genau andersherum ist.
Außerdem ko¨nnen gema¨ß Abschnitt 2.2 aus den gemessenen Coulomb-
Rauten die Kapazita¨ten der Quantenpunkte relativ zu der Zuleitung Sour-
ce berechnet werden. Fu¨r diese Kapazita¨ten ergeben sich dann die Werte
CS,I = 23,9 aF, CS,II = 49,3 aF und CS,III = 35,7 aF. Weil die Geometrie
des Rings eine a¨hnliche Gro¨ße fu¨r die im unteren Arm liegenden Quan-
tenpunkte I und III nahe legt, du¨rfen ihre Kapazita¨ten zu Source als Maß
fu¨r die Kopplung an diese Zuleitung miteinander verglichen werden. Aus
dem gro¨ßeren Wert fu¨r QD I ist also zu schließen, dass sich QD I na¨her an
Source befindet als QD III.
200 nm
 
Abbildung 6.6: AFM-Bild des Quantenrings mit den fu¨r die drei Quanten-
punkte bestimmten Positionen. Die Oxidlinien sind nachgezeichnet, um
die asymmetrische Form der Struktur zu verdeutlichen.
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Zusammengenommen ermo¨glichen diese Betrachtungen, jedem der drei
Quantenpunkte eine der Positionen zuzuordnen, die den durch die Geo-
metrie des Rings vorgegebenen Segmenten entsprechen. Die sich daraus
ergebende Anordnung mit QD II im oberen Arm des Rings sowie den Quan-
tenpunkten I und III an beiden Seiten der Engstelle im unteren Teil ist in
Abbildung 6.6 dargestellt.
6.5 Ladungsdetektion mit dem QPC
Um die Aufteilung des Rings weiter untersuchen, wurden auch Messungen
des Transports durch den angrenzenden QPC vorgenommen. Dazu wurden
die Zuleitungen des QPC nicht mehr mit G1 verbunden, sondern sie wur-
den so anstatt der Zuleitungen des Quantenpunktes mit den Gera¨ten zur
Messung der Leitfa¨higkeit verbunden. G1 und G2 dienten dabei als Gates.
Wie in Abschnitt 2.3 beschrieben, bedeuten kleine Haken in der gate-
spannungsabha¨ngigen Kennlinie des QPC eine Umladung im benachbarten
Bereich der Struktur, treten also dann auf, wenn sich die Anzahl der Elek-
tronen eines der Quantenpunkte an einer Coulomb-Linie um eins a¨ndert.
Abbildung 6.7 (a) zeigt die Ableitung der Leitfa¨higkeit GQPC des QPC
nach der Gatespannung VG2 in Abha¨ngigkeit der an G1 und G2 ange-
legten Spannungen. Die Umladungen anzeigenden Merkmale bilden da-
bei deutlich sichtbare Linien. Beim Vergleichen dieser Linien mit dem
Coulomb-Blockade-Muster im Transportspektrum des Rings ist zu beach-
ten, dass die Messungen am Ring in Abha¨ngigkeit des Gates QPC+G1
durchgefu¨hrt wurden, welches den Ring sta¨rker beeinflusste als das Gate
G1 alleine. Ein Vergleich der Messergebnisse bei VG1 = 0mV beziehungs-
weise VQPC+G1 = 0mV ist aber problemlos mo¨glich. Dazu ist in Abbil-
dung 6.7 (b) ein geeigneter Ausschnitt des Transportspektrums des Rings
dargestellt. Dabei ergibt sich, dass die mit dem QPC beobachteten Um-
ladungen bei VG1 = 0 an denselben Werten von VG2 auftreten, wie die
Coulomb-Linien des Quantenpunktes II bei VQPC+G1 = 0. Diese Positio-
nen sind in Abbildung 6.7 mit farbigen Punkten markiert. Aber obwohl
im Transportspektrum des Rings an der betrachteten Stelle auch weitere
Blockade-Linien zu sehen sind, treten keine ihnen entsprechenden Merk-
male im Signal des QPC auf. Dies zeigt, dass nur QD II dicht genug am
QPC liegt, um ihn beeinflussen zu ko¨nnen. Damit liefert die Messung am
QPC eine unabha¨ngige Besta¨tigung der aus den Kapazita¨ten bestimmten
Positionen, nach denen nur QD II im oberen Arm des Ringes liegt, wa¨hrend
QD I und QD III auf der dem QPC entgegengesetzten Seite liegen.
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Abbildung 6.7: (a) Die Ableitung der Leitfa¨higkeit GQPC durch den QPC
nach VG2 in Abha¨ngigkeit von VG1 und VG2. (b) Ausschnitt aus dem
Transportspektrum des Quantenrings.
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6.6 Zusammenfassung
In diesem Kapitel wurde ein Quantenring gezeigt, der eine leicht asymme-
trische Geometrie besaß und mit einem benachbarten Quantenpunktkon-
takt kombiniert war.
Transportmessungen ergaben, dass sich diese Struktur bei hohen positi-
ven Gatespannungen wie ein gewo¨hnlicher Quantenring verhielt und den
erwarteten Aharonov-Bohm-Effekt zeigt. Aber bei niedrigeren Spannun-
gen zeigte das Auftreten von u¨berlagerten Coulomb-Blockade-Linien die
Bildung von drei verschiedenen Quantenpunkten im Ring an.
An diesen Linien wurden auch die fu¨r gekoppelte Quantenpunkte typi-
schen Kreuzungsmuster beobachtet. Diese entsprachen je nach angelegten
Gatespannungen einer paarweise Kopplung zwischen zwei Quantenpunkten
oder dem Vorhandensein eines echten Dreifachquantenpunktes. Außerdem
konnte die Lage der drei Quantenpunkte im Ring u¨ber die Steigungen der
Blockade-Linien und die zusa¨tzlich gemessenen Coulomb-Rauten bestimmt
werden. Daraus ergab sich, dass die Quantenpunkte in den Segmenten des
Rings lagen, die durch die Asymmetrie der Struktur vorgeformt waren.
U¨ber eine Messung am benachbarten Quantenpunktkontakt wurden Um-
ladungen im oberen Arm des Rings beobachtet. Durch einen Vergleich mit
den Coulomb-Blockade-Linien konnte damit die Position eines der Quan-
tenpunkte im Ring zusa¨tzlich besta¨tigt werden.
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Zusammenfassung
In dieser Arbeit wurden verschiedene Quantenringe durch laterale Trans-
portmessungen bei tiefen Temperaturen in Abha¨ngigkeit eines externen
Magnetfeldes und der angelegten Gatespannungen untersucht. Dabei konn-
ten durch Interferenzpha¨nomene die Auswirkungen verschiedener Einflu¨sse
auf die quantenmechanische Phase der Elektronen beobachtet werden. Au-
ßerdem zeigte sich die Kopplung zwischen zwei konzentrischen Ringen, und
in einem asymmetrischen Quantenring konnte die Bildung eines Dreifach-
quantenpunktes nachgewiesen werden.
Die Herstellung der Quantenringe erfolgte auf Basis von verschiedenen
GaAs/AlGaAs-Heterostrukturen, die in einer Tiefe von etwa 35 nm un-
ter der Oberfla¨che ein zweidimensionales Elektronensystem (2DEG) besa-
ßen. In dieser Schicht wurden die Ringe durch lokale anodische Oxidation
mit einem Rasterkraftmikroskop erzeugt. Angrenzende Bereiche des 2DEG
dienten dann als Zuleitungen beziehungsweise Gates.
Der zuerst betrachtete Ring konnte bei starker Kopplung an die Zu-
leitungen als Interferometer eingesetzt werden und zeigte im senkrechten
Magnetfeld den Aharonov-Bohm-Effekt mit der zum Radius der Geome-
trie passenden Periodizita¨t. Auch konnte die Abha¨ngigkeit der Phase der
Aharonov-Bohm-Oszillationen von einer angelegten Gatespannung beob-
achtet werden. Bei Tunnelkopplung an die Zuleitungen traten in einem
Teil des Coulomb-Blockade-Regimes Oszillationen mit einem Drittel der
Aharonov-Bohm-Periode auf. Dies wurde als Auswirkung von Elektron-
Elektron-Wechselwirkung bei der geringen Anzahl von Elektronen auf dem
Ring erkla¨rt. Bei diesen Oszillationen wurde ein Phasensprung von pi an
den Coulomb-Peaks beobachtet, wa¨hrend sie u¨ber den Blockade-Bereichen
eine allma¨hliche Phasenverschiebung zeigten. Der Wert dieser Verschie-
bung konnte in einem Bereich ohne Kondo-Effekt zu pi und bei vorliegender
Kondo-Leitfa¨higkeit zu anna¨hernd 2pi bestimmt werden. Außerdem wurde
das Transportspektrum des Rings u¨ber einen großen Bereich einer Gate-
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spannung und des Magnetfeldes aufgenommen. Dabei wurde festgestellt,
dass die Leitfa¨higkeit durch die Struktur u¨ber einen relativ großen Bereich
einen bemerkenswert konstanten Hintergrund von ∼ 1,75 e2/h aufwies.
Des Weiteren zeigten die normalen Aharonov-Bohm-Oszillationen bei
dieser Struktur und zwei weiteren untersuchten Quantenringen eine deutli-
che Modulation, zu deren Erkla¨rung Spin-Bahn-Wechselwirkung angenom-
men wurde.
Danach wurde eine komplexe Struktur aus zwei konzentrischen Quan-
tenringen vorgestellt. Diese war der erste bekannte derartige Doppelring,
der fu¨r laterale Transportmessungen geeignet war. Im Transport durch
den a¨ußeren der beiden Ringe traten bei Variation des Magnetfeldes zwei
Arten von u¨berlagerten Oszillationen auf. Die schwa¨cher ausgepra¨gten da-
von passten zum Aharonov-Bohm-Effekt des a¨ußeren Rings. Dagegen ent-
sprach die Periode der sta¨rkeren Oszillationen einem Radius im inneren
Ring, obwohl beide Ringe voneinander isoliert waren. Diese in einer solchen
Struktur erstmals beobachtete Beeinflussung der Leitfa¨higkeit des a¨ußeren
Rings durch den inneren wurde daher auf elektrostatische Wechselwirkung
zuru¨ckgefu¨hrt. Das Vorliegen einer entsprechenden Verschiebung der La-
dungsverteilung im inneren Ring durch das Magnetfeld ergab sich auch aus
einer theoretischen Rechnung unter Verwendung eines geeigneten Modells.
Der als letztes gezeigte Quantenring besaß durch die Lage des zentra-
len Oxidpunktes eine leicht asymmetrische Geometrie. Dadurch war es
mo¨glich, ihn durch Anlegen geeigneter Gatespannungen in drei gekoppelte
Quantenpunkte aufzuteilen. Bei hohen positiven Gatespannungen verhielt
sich diese Struktur wie ein gewo¨hnlicher Quantenring, wa¨hrend bei niedri-
geren Spannungen die u¨berlagerten Coulomb-Blockade-Linien der drei ver-
schiedenen Quantenpunkte auftraten. U¨ber die Steigungen dieser Linien
und die Form der zusa¨tzlich gemessenen Coulomb-Rauten konnte die An-
ordnung der Quantenpunkte im Ring bestimmt werden. Außerdem besaß
die Struktur neben dem Ring einen angrenzenden Quantenpunktkontakt,
der die Messung von Umladungen in einem Arm des Rings ermo¨glichte. Da-
durch wurde die Position des dort liegenden Quantenpunktes besta¨tigt. Des
Weiteren wurden bei den Coulomb-Linien auch die fu¨r gekoppelte Quan-
tenpunkte typischen Kreuzungsmuster beobachtet. Dadurch konnte gezeigt
werden, dass sich je nach angelegten Gatespannungen eine paarweise Kopp-
lung zwischen zwei der Quantenpunkte beziehungsweise die Ausbildung
eines echten Dreifachquantenpunktes einstellen ließ.
Insgesamt zeigten die Aharonov-Bohm-Messungen in dieser Arbeit deut-
lich die Auswirkung verschiedener Einflu¨sse auf die Phase der Elektronen.
Damit erwies sich der Wert der Verwendung von Quantenringen als In-
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terferometer. Der hier vorgestellte konzentrische Doppelring war der erste,
an dem laterale Transportmessungen mo¨glich waren. Ein besonderer Effekt
seiner speziellen Geometrie war das Auftreten der Aharonov-Bohm-Periode
des inneren Rings in der Leitfa¨higkeit des a¨ußeren. Mit dem in einem Ring
gebildeten Dreifachquantenpunkt wurde demonstriert, wie durch eine leich-
te Vera¨nderung aus einem einfachen Design eine komplexere Quantenstruk-
tur erzeugt werden kann. Dies alles la¨sst erwarten, dass neben Quanten-
ringen, die als Interferometer eingesetzt werden, auch weitere neue Geo-
metrien, die auf Quantenringen basieren, fu¨r zuku¨nftige Untersuchungen
interessant sind.
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Kapitel 7 Zusammenfassung
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